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Definicja liczb zespolonych

Czy mozna nada¢ sens liczbie v/—17 Otéz tak:
Definition
Ciato liczb zespolonych to (R?, +,(0,0), -, (1,0)), gdzie
V (a,b), (c,d) € R?:

O (a,b)+ (¢,d) == (a+c,b+d),

@ [(a,b) - (¢,d) := (ac — bd,ad + be) |.

Ciato liczb zespolonych oznaczamy przez C.

Przemiennos¢ mnozenia jest oczywista, taczno$¢ i rozdzielnosé
wgledem dodawania fatwa do sprawdzenia, a wzér na odwrotnos¢é
niezerowej liczby zespolonej pokazemy potem. Zauwazmy teraz ze
(a,0) + (¢,0) = (a+¢,0) i (a,0) - (¢,0) = (ac,0), wiec
odwzorowanie R 3 z —— (x,0) € C jest homomorfizmem ciat.

Zauwazmy tez ze (0,1)? = (0,1) - (0,1) = (—1,0). Tradycyjnie
i:=(0,1), (a,b)=a+1b.

2/10



Operacje na liczbach zespolonych

Definitions

Sprzezenie zespolone to odwzorowanie
(C9a+ibr—>|a—|—ib::a—ib|€C

Modut (wartosé¢ bezwzgledna) to odwzorowanie

C>a+ibr—

Czes¢ rzeczywista to odwzorowanie

Csa+ibr—

la + ib| := Va? + b2
Re(a+ib) :=a|€R.

Czes¢ urojona to odwzorowanie

Caa+ibr—

Im(a +ib) :==b

e R.

eRL U {0}

Liczbe ¢ nazywamy liczba urojona.
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Elementarne wtasnosci liczb zespolonych

@ VzeC: zZ=z (inwolutywnos¢),
Z-

z= 2% [zl=12l
Rez = Z2, Imz= %2,

@ Sprzezenie zespolone jest automorfizmem ciata liczb
zespolonych: Vzi,20 € C: z1 + 29 = Z1 + Zo,

Z122 = Z122.
Pierwsza réwno$¢ jest oczywista, a druga sprawdzamy tak:

(a +ib)(c+id) = (a —ib)(c — id) = ac+ i%bd — i(bc + ad)
= ac —bd —i(bc + ad) = (a + ib)(c + id).

@ V 21,20 € C:|2z122] = |21]|22]. Istotnie,

|z122] = \/|7122|? = V21227122 = V21212272

= /|z1[2/[22]? = [21]|22].
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Nieréownos¢ trojkata

Theorem (Nieréwnos¢ tréjkata)

V21,220 € C: |21 + 22| < |21] + |22]-

Dowdd: Zauwazmy najpierw ze dzieki nieujemnosci wartosci
bezwglednej |21 + 2o| < |21] + |22] & |21 + 22)2 < (|21| + |22])2
Z drugiej strony, z Re z < |z| wnioskujemy ze

|21 + 22|2 = (214 22)(Z1 + 2Z2) = |21|2 + |Z2|2 + 29Z1 + 2122 =

|zl|2+|22|2—|—2Rez122 < |21|2—|—|22|2-|—2|z122| = (|=1] + |22|)2. O

V21,20 € C: ’|z1| — |22|‘ < |21 — 29).

Dowdd: Z nieréwnos¢ tréjkata otrzymujemy
21| = |21 — 22 + 22| < |21 — 22| + |22],
|22| = |22 — 21+ Zl| < |21 — Zz| + |2’1|

Stad |z1] — |22] < |21 — 22| oraz |zo| — |z1| < |21 — 22 O 510



Postac¢ trygonometryczna liczb zespolonych

Im,
C Re(z) z2+7%
cos(arg(z)) := ] = Ne
___________ o : CIm(z)  z2-%
@ : sin(arg(z)) := EREETNE
fm(z) | vV z# 03! arg(z)
rg(2) N
0 Re(2) Re
arc cos 2= dla Im(z) >0
C > z+— arg(z) == 22z iz =) € [0,2n[
27 — arc cos N dla Im(z) <0

Pamietajac ze z = Re(z) + i Im(z), otrzymujemy

z = |z](cos (arg(z)) + isin (arg(z))) .
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Wzér de Moivre’a

et W celu zbadania zachowania sie funkcji arg

arp g wzgledem mnozenia, korzystajac z tozsamo-
R %\ u% $ci trygonometrycznych, policzmy 2129 =
é = |z129] ( cos (arg(z1)) + isin (arg(z1)) )
s > g ( cos (arg(z2)) + i sin (arg(z2)) )
et = \z1z2|(cos (arg(z1) + arg(22))

+isin (arg(z1) + arg(2)) ).
Whioskujemy stad ze V z1, 29 € C\{0}:

arg(zi1z2) = arg(z1) + arg(z2)|.
d 2w

mot

Stad za$ wnioskujemy (przez indukcje) wzér de Moivre'a:

2" = \z\”(cos (narg(z)) + isin (narg(z)) )
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W2zor Eulera

Wprowadzmy oznaczenie
€' 1= cos p + isin p.

Wiedzac z analizy ze szereg

0 _n 2 3

2 z
;__E _1 ol

jest zbiezny, i pamietajac o rozwinieciu sinusa i cosinusa w szereg
Taylora, powyzsze oznaczenie staje sie stynnym wzorem Eulera:

i ; n i (igD)Zk -I_i (icp)2k+1

~ (2k)! " = 2k +1)!

o) k2k .00_1k2k+1 o
];] k_o((mzi+1)!:cosgo+zsm<p.
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Odwrotnos¢ niezerowej liczby zespolonej

Po przedstawieniu liczb zespolonych w postaci biegunowe;j
2 = |z|e’®2(*) mnozenie ma wyjatkowo prosta postaé:

2120 = |21 || 2g|e?(@r8 (1) Fare(z2))

Teraz od razu widaé ze

Z—l _ |z|—le—iargz

(a+ib)~t = ! < a —1i b )
Vvaz + b2 \Va? + b2 Va2 + b?
B a )
Ta2r? a2
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V z € C\{0}, n € N\ {0}: istnieje dokfadnie n réznych liczb
zespolonych takich ze z;} = z. Liczby te dane s3 wzorem

;arg(z) +2mk ;ar8()  2mik

n = ‘Z|e n e n

, ke{0,...,n—1}.

Dowdd: Ze wzoru de Moivre’'a,

arg(z) + 2k

w" =z = (\w| = {/|z] i arg(w) o ke Z) .

Pozostaje zauwazy¢ ze arg(w) # arg(w’) = w # w', oraz ze
réwnanie na arg(w) ma dokfadnie n réznych rozwiagzan dla
keA{0,...,n—1}. O
Liczby e ke {0,...,n — 1}, nazywamy n-tymi pierwiastkami z 1.
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