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Pytania o rozwiazania

@ Jak rozwigzaé¢ w C réwnania

P 4a?+bz4+c=0,
P 4ad+bP4ez+d=07

@ Dlaczego nie mozna podaé ogdlnego rozwigzania réwnania
M4 ay 12"+ +ap=0

dlan > 57

© Czy zawsze istnieje zespolone rozwiazanie réwnania

M4 ap 12"+ +ap=07
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Standardowe uproszczenie

W réwnaniu 2" + a, 12" + ... + ag = 0 mozemy zatozy¢ bez
straty ogdlnosci ze a,,_1 = 0, bo czton a,_12"" ' zawsze mozna

wyeliminowaé przez podstawienie w := z 4 “*=L:

n n—1
(w . an—l) ta, (w B an—l) 4
n n

-1
n—1 an—1\"
+|an—1w + oot ap_1|— n

ap—1

n—2
+ ap—2 (w— > + ...+ ap
= w4 by_ow™ 2+ ...+ by

dla odpowiednio dobranych wspoétczynnikéw by, - -, by—o .
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2B+pz+qg=0

Szukamy ogdlnego rozwiazania réwnania z° + pz + ¢ = 0.
Zaktadamy ze p # 0, bo inaczej rozwigzania s3 natychmiastowe.
Podstawiajac z = t + at~ ', a # 0, otrzymujemy

D apr+qg=t+3t2at +3ta’t 2+ a3t + pt+pat ™! + ¢
=34+ Ba+p)t+aBa+ptt+a3t34q.

Ktadac o = —£ dostajemy - 12’—?7)75_3 +¢=0. Stad 3 jest

rozwigzaniem réwnania w? + qw — 12’—; = 0, czyli jest postaci
1 4\ _ —q a\*  (r\?
== | - 24— | =— = - 0
o 2(q+\/Q+27) 2 (2>+(3> 7

R o (ROt
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Relacje pomiedzy rozwigzaniami

Niech 3wy bedzie ktéryms$ z 3 pierwiastkéw 3-ego stopnia z wy..

Wtedy pozostate pierwiastki s postaci Jwie, Jwie?, € == e
Zatem a priori mamy az 6 rozwigzan:
p p bt
=t— =€y — ked{0,1,2} ;.
* 3t e 33w+ ‘ { }
Z drugiej strony, z uktadu réwnan
{w+ +w- = —q
3_pP4-3 _
o — Bt = —q

otrzymujemy

3 3
D D 1
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Wzory Cardano

Zatem dla wybranego YW mozemy zawsze tak wybraé Jw_ zeby
YW= = 55— F Wtedy

—k k —k
pe pe pe
Yuwoeh — —— = - — -
3yw_ 3Ywr 3 (_ﬁ>
k
= w+a_k _ P
3,3/’[1)_‘_

dla kazdego k € {0,1,2}. Dlatego w_ daje taki sam zbi6r
rozwigzan jak w4, i mozemy je pomina¢. Ostatecznie otrzymujemy:

Theorem (Wzory Cardano)

Rozwigzaniami réwnania z* + pz +q =0, p #0, s3

1= Yugel + Jw_el, e {0,1,2}

27i

gdzie wy = —1 /(2 + (%’)3, g=¢e3 .
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A 4ptqgz+r=0

Szukamy ogdlnego rozwiazania réwnania z* 4 pz% +qz +1r = 0.
Zndéw zaktadamy ze czton liniowy nie znika (¢ # 0), bo inaczej
rownanie daje sie natychmiastowo rozwigzaé. Przedstawmy

24 +pz? 4+ gz +r = 0 jako réznice kwadratéw:

VAeC: 2 +p2+qz+r

- <z2+%>2— ((/\—p)zQ—qur (%2—7“»-

Jesdli A jest jakimkolwiek rozwigzaniem réwnania 3-ego stopnia
@ — 4\ —p) (’\TQ — 7') = 0 (znikanie wyrdznika wyrazenia
kwadratowego w prawym nawiasie), to ¢ # 0 = X\ # p oraz

/\2 q 2
()\—p)z2—qz+Z—r:()\—p) (z—m>

()
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Ogdlne rozwigzania réwnania 4-ego stopnia

Zatem ze wzoru 22 — y? = (z + y)(x — y) otrzymujemy

z4—|—p22+qz+r:

A q A q )
2 — A a4 2 — AL 4
<z + VA pz+2 2m><z VA pz+2+2\/>\__p .

W ten sposéb udowodnilismy:

Theorem

Jesli \ jest jakimkolwiek rozwigzaniem réwnania 3-ego stopnia
¢* =\ —=p)(\* —4r), q#0,

to rozwigzania réwnan kwadratowych

A q

2

+ /)= A E——)
z pz—|—2$2\/)\_

s3 rozwigzaniami réwnania z* + pz? + qz +r = 0.
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Zasadnicze twierdzenia algebry

Theorem

Dla n > 5 nie jest mozliwe otrzymanie ogdlnego rozwigzania
réwnania 2" + a,—12""' + ... + ag = 0 jako funkcji od
wspofczynnikdw ay, . . . ,an—1 uzyskanej przy pomocy statych
wymiernych oraz skonczonej ilosci operacji algebraicznych
(dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia) i skoriczonej ilosci
operacji pierwiastkowania.

Theorem (Zasadnicze Twierdzenie Algebry)

Dlan > 1 kazde réwnanie z" + a, 12"~ L4 . +a=00
wspétczynnikach zespolonych ag, . .., a,—1 posiada rozwigzanie w
ciele liczb zespolonych C.

Uwaga: Istnieje mndstwo elementarnych niealgebraicznych
dowoddéw Zasadniczego Twierdzenia Algebry.
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Algebraiczna domknietos¢ ciat

Definition

Ciato K nazywamy algebraicznie domknietym wtedy i tylko wtedy
gdy kazde réwnanie 2" + ap—12"" 1+ ...+ ap =00
wspotczynnikach ag, ..., a,—1 € K posiada rozwigzanie w K.

Ciato liczb zespolonych jest algebraicznie domkniete. Rozwigzania
réwnania 2" + a,_12""' + ...+ a9 = 0, n # 0, o wspdtczynnikach
w Q (lub Z) nazywamy liczbami algebraicznymi. Stynnymi

przktadami liczb niealgebraicznych sa m = 3.14... oraz e = 2.71....

Zadne ciato skoriczone nie jest algebraicznie domkniete. I

Dowdéd: Niech ay,...,a, beda wszystkimi elementami ciata.
Wtedy réwnanie (z —aq)...(z — ap) + 1 = 0 ma wspdtczynniki w
tym ciele, ale nie ma w tym ciele zadnego rozwigzania, bo 1 # 0. [J

10/10



