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@ Co to s3 wielomiany i jak sie je mnozy?

@ Co to jest stopien wielomianu i jak go uzywac?

© Jak dzieli¢ wielomian przez wielomian?

@ Czym sie réznia wielomiany od funkgcji wielomianowych?

@ Jak faktoryzowaé wielomian na prostsze wielomiany?
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Definition

Pierscieniem wielomianowym nad pierécieniem R nazywamy
pierscien monoidalny R[N, gdzie N jest monoidem liczb
naturalnych ze wzgledu na dodawanie. Elementy pierscienia
wielomianéw nazywamy wielomianami.

Kluczowym wielomianem jest « € R[N] zdefiniowany wzorem

o(m) = {1 dam=1

0 dlam#1

Obliczmy 2™ := (z * ... * x):

n-razy
1 dlam=n
T*x..xzx)(m)= z(my)...x(my) = .
ror)m)= X afm)...a(m) {Odlam#n
n-razy mi,...,mp €N,

mi1+...+mp=m
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Ogdlna posta¢ wielomianu

Naturalne jest oznaczenie przez 2° elementu neutralnego ze
wzgledu na splatanie, bo wtedy

1 dl =
.’I}O(m)z dlam O
0 dlam=#0

Widaé ze V a € R[N] :

a= Z alk)z? |, gdzie (rB)(m) :=rB(m).

Istotnie, ( Xf_g a(k)z*) (m) = Xj_g a(k)z*(m) = a(m).

Pierscien R jest podpierscieniem R[N] przez wtozenie
R>r+——rz® € R[N].

Element neutralny 20 zazwyczaj oznaczamy przez 1, a R

utozsamiamy z jego obrazem w R[N].
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Mnozenie wielomianow

Dwa dowolne wielomiany mozemy wymnozy¢é w nastepujaco:
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Dla N =m +n suma Z,JCV:O rLSN_g ma tylko jeden element, bo
tylko dla k = m indeks przy r jest < m i indeks przy s jest < n.
Zatem wspoétczynnik przy najwyzszej potedze x to 7, Sy,.
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Stopien wielomianu

Definition

Stopniem wielomianu nazywamy odwzorowanie

RN\ {0} > 3 rpe® &5 max{k € N| ry £ 0} € N.
keN

Jedli R nie ma dzielnikéw zera, tzn. xy =0 = (x =0 lub y = 0),
to stopient wielomianu zadaje homomorfizm monoidéw: deg(1) = 0
oraz

Vo,B € RNJ\ {0} : deg(a*ﬁ):dega+degﬁ‘.

Istotnie,

() (50) (8 (£ )

=m+n =deg (Z rkmk> + deg (Z sl:cl> .

k=0 =0

6/10



Dzielenie wielomianow

Theorem (o dzieleniu wielomianéw)

Niech R bedzie pierscieniem bez dzielnikéw zera, 3 € R|N] \ {0}.
Zatézmy ze Ar € R: (3 (deg(B))r =1 =rp (deg(B)). Wtedy

Y a € R|N] 3! (v,6) € R|N]? :
i (6 =0 lub deg(0) < deg(ﬁ)).

Dowdd: Zauwazmy najpierw ze, dzieki brakowi dzielnikéw zera,
jezeli v #£ 0, to B xy # 0 oraz

deg(8 ) = deg(p) + deg() > deg(B) > deg(9).
Stad By + 6 # 0 oraz deg(f * v + ) = deg(f) + deg(~). Zatem,
jezeli & = 0, jedynym rozwigzaniem réwnania o = 3y + § jest
v =0, § = 0. Podobnie, jezeli deg() > deg(«), to jedynym
rozwigzaniem réwnania o = G *x v+ 9§ jest v =0, 6 = «. Zatdézmy
teraz ze o # 0 i deg(«) > deg(/3). Niech

api=a— [ (ﬁ(deg(ﬁ))*1a(deg(a))xdeg(a)*deg(ﬂ)).
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Ewaluacja wielomianu

Wtedy a = 3 * (3(deg(B)) *a(deg(a))zdesl@)=desB)) 1 o oraz
(deg(an) < deg(c) lub ary = 0). Po skoriczonej ilosci iteracji tej
procedury otrzymamy

ar = 8% (B(deg(B)) " an(deg(ay)) w84 ) oy,

deg(B) < deg(ay) oraz (deg(ag+1) < deg(f) lub agi1 =0).
Podstawiajac do wzoru na o wszystkie pozostate wzory otrzymujemy
a = 3%y + agsr1. Udowadnia to istnienie rozwigzania. Jedynos$¢
wynika z braku dzielnikéw zera. Istotnie, niech Sx~v+d = 3%+ +¢'.
Wtedy 3 * (v — ') = &' — 0. Zatem, jezeli v # +/, to

deg(f) < deg(B) + deg(y — ') = deg(d’ — ),
co nie jest mozliwe. Dlatego v = v/, skad § = ¢'. g

Ewaluacja w € R nazywamy odwzorowanie

n n n
R[N] > Z rer® &5 ev, (Z rkzk> = Z rer® € R.
k=0 k=0 k=0

Jedli R jest przemienny, to ev, jest homomorfizmem pierscieni. 8/10



Funkcje wielomianowe

Definition
Funkcja wielomianowa f, wielomianu o € R[N] nazywamy
odwzorowanie R > r — | fo (1) :=ev, () | € R.

|

Definition
Pierscieniem catkowitym (dziedzing catkowita) nazywamy
przemienny pierscien bez dzielnikéw zera.

|

Theorem

Jesli R jest nieskoriczonym pierscieniem catkowitym, to
odwzorowanie R[N| 5 a — f, € Map(R, R) jest injektywnym
homomorfizmem pierscieni.

@ Pierscien R[N] jest catkowity < R jest catkowity.

@ Jedli R jest przemienny, to R|N] > a — f, € Map(R, R) jest
homomorfizmem pierscieni.

© Jedli R jest niezerowym skoficzonym pierscieniem, to
RI|N] 3 a— f, € Map(R, R) nie jest injekcja, bo R[N] jest
zbiorem nieskonczonym a Map(R, R) skoficzonym.
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Pierwiastki i faktoryzacja

Definition

Pierwiastkiem a € R[N] nazywamy r € R < f,(r) = 0.

Dla dowolnego pierscienia R, jeslir € R jest pierwiastkiem

a€R|N],todB€R|N]: la=Fx*(x—1)|

Dowdd: Niech oo =: Y az™. Zauwazmy ze
m—1

VmeN\{0,1} : 2™ — r™ = ( > Tkiﬂm_l_k) x (x —1).
k=0

Zatem a = o — fo(r) =Y _gam(@™ —r™) =B« (x—7r). O

Jesli R jest pierscieniem catkowitym i o € R|N] \ {0}, to a moze
miec co najwyzej deg(«) réznych pierwiastkéw.

Dowéd: Niech 7y, ..., 7, beda réznymi pierwiastkami a.. Catkowito$¢ R
implikuje faktoryzacje o = B (x — r1) * ... x (x — ry,). Teraz ze
wzoru deg(3 *v) = deg(3) + deg(v) mamy n < deg(a). O 1010



