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Utamki pierscienia catkowitego

Cel: Wprowadzenie pojecia funkcji wymiernej i udowodnienie
istnienia jej rozktadu na utamki proste.

Niech R bedzie pierscieniem catkowitym. Na zbiorze R x (R\ {0})
wprowadzmy relacje réwnowaznosci:

F = { ((a, b),(c,d)) € (R X (R\{O}))2

ad = bc} .

Zaiste, zwrotnos¢ i symetryczno$¢ tej relacji s3 oczywiste. Dla
sprawdzenia przechodniosci, zatézmy ze ad = bc i cy = dz.
Mnozac drugie réwnanie przez b otrzymujemy cyb = dxb.
Podstawiajac bc z pierwszego réwnania dostajemy day = dxb. Stad
d(ay — xb) = 0. Ale d # 0 i w R nie ma dzielnikéw zera. Zatem
ay = bzx, co udowadnia przechodnios¢.

Elementy zbioru Fp := (R x R\ {0})/# nazywamy utamkami
pierscienia R.
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Ciato utamkoéw pierscienia catkowitego

Twierdzenie
Niech R bedzie pierscieniem catkowitym. Nastepujace wzory
definiujg dziatania na Fg:
Q [(a,b)] + [(c,d)] = [(ad + be, bd)],
@ [(a,b)] - [(c,d)] = [(ac, bd)].
Elementami neutralnymi dla tych dziafan sa odpowiednio [(0,1)]

i [(1,1)]. Ze wzgledu na te dziatania i elementy neutralne, Fr jest
ciatem. (Nazywamy je ciatem utamkow.)

Dowdd: Sprawdzenie ze powyzsze wzory definiuja taczne i
przemienne dziatania na F'r z prawami rozdzielnosci i
odpowiednimi elementami neutralnymi jest proste. Ze wzgledu na
dodawanie Fr jest grupa, bo dla dowolnego [(a,b)] mamy
—[(a,b)] = [(—a,b)]. Dalej, [(a,b)] =[(0,1)] < a =0 implikuje
ve [(a,0)] #0 = [(a,b)] ' :=[(b,a)] € Fg. To kofczy dowdd ze
FR jest ciatem, bo [(b,a)][(a,b)] = [(ba,ab)] = [(1,1)]. O
Uwagi: Dla R = Z mamy Fyz =: Q. Odwzorowanie

R > r—[(r,1)] € Fg jest injektywnym homomorfizmem
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Ciato funkcji wymiernych

Ciatem utamkoéw wymiernych nad pierscieniem catkowitym R
nazywamy ciato utamkow [z pierscienia catkowitego
wielomianéw R[N]. Elementy Fppy nazywamy ufamkami
wymiernymi nad R.

Zauwazmy ze dowolny injektywny homomorfizm R hs pomiedzy
pierscieniami catkowitymi indukuje injektywny homomorfizm
pomiedzy ciatami utamkéw: Fr > [(a,b)] — [(h(a),h(b))] € Fs .
Zatem dla nieskonczonego pierscienia catkowitego R, odwzorowanie

Fry 2 % = (o, B)] ¥ == = [(fa: f8)] € Frrpv)

jest izomorfizmem ciat.

Niech R bedzie nieskonczonym pierscieniem catkowitym. Ciato
F(rpn)) nazywamy ciatem funkcji wymiernych, a jego elementy
funkcjami wymiernymi.
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Funkcje wymierne jako funkcje

Utamki fc—z nie s3 elementami Map(R, R), ale jesli R = K jest

ciatem, to z % mozemy stworzy¢ funkcje:

fa(r)
Fa(r) e K|.

K \ {wszystkie pierwiastki 3} > r —

Twierdzenie

Niech K bedzie nieskoriczonym ciatem. Wéwczas % = %: € FgN

wtedy i tylko wtedy gdy V' r € K \ {wszystkie pierwiastki 3 i 3'} :
Ja(r) _ far(r)

fa(r) = fpr(r) *

Dowdd: Zaktadajac druga réwnos$é otrzymujemy wielomian

ax 3 — Bxa’ o nieskofczonej ilosci réznych pierwiastkdw.

Z twierdzenia o stopniu wielomianu musi by¢ on wielomianem
zerowym. Stad % = % Implikacja odwrotna jest trywialna. g

Dlatego utamki % utozsamiamy z odpowiednimi odwzorowaniami i

nazywamy funkcjami wymiernymi. 5/10



Najwiekszy wspadlny dzielnik
Niech K bedzie ciatem. Méwimy ze
B € K|N] dzieli a € K[N] < 3JyeK[N:a=0x*".

Najwiekszym wspdlnym dzielnikiem ay € K|N] i as € K[N] \ {0}
nazywamy ged(a, ao) € K[N] wtedy i tylko wtedy gdy

O ged(ag, ag) dzieli ag i ag,
@ [ dzieli ay i ag = [ dzieli ged(aq, a2),

© ged(an, az)(deg(ged(an, a2))) = 1 (wspbtczynnik przy
najwyzszej potedze w wielomianie ged(aq, as)).

Twierdzenie (Algorytm Euklidesa)
Niech K bedzie ciatem. Wtedy
V a; € K[N]\ {0}, a2 € K|N] 3! ged(ag, a2) € K[N] .
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Algorytm Euklidesa

Dowéd: Jedli as = 0, to ged(aq, ag) = ag(deg(a)) tay. Jedli
deg g = 0 lub deg a1 = 0, to ged(a, a) = 1. Zatézmy wiec ze
deg(a) > deg(az) > 1. Korzystajac z twierdzenia o dzieleniu
wielomianéw i odwracalnosci elementéw z K \ {0}, dostajemy
a1 = [y * ag + az. Jedli az = 0, to ged(aq, as) = az(deg(asz)) tas.
Jedli a3 # 0, to deg(az) < deg(ag). Teraz dzielimy aa przez as
otrzymujac ag = (33 * a3 + 4. Procedure kontynuujemy az do
momentu gdy o, = [,+1 * v, +1. (Procedura jest skonczona bo
deg(an) < 00 i 0 < deg(ag+1) < deg(ay).) Podstawiajac wzory
kolejno do siebie otrzymujemy oy = [ % i1 1 o = B * Oyt ] -
Jesli v dzieli rébwnoczesnie oy i g, to dzieli tez ag. Jesli v dzieli
réwnoczesdnie ao i a3, to dzieli tez ay, itd. Zatem v dzieli ap41.
Stqd gcd(a1,a2) = anH(deg(anH))_lanH.

Zatézmy teraz ze mamy dwa najwieksze wspélne podzielniki i 7.
Witedy v = 3 x+' i v = B*~. Zatem v = 3’ * 3 * 7, skad wynika
ze deg(f) = 0. Teraz z réwnosci 7' = 3 * v, v(deg(y)) = 1,

v'(deg(v")) = 1 wynika ze 8 = 1. Zatem v = /. O
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Lematy o dzielnikach

Niech K bedzie ciatem. Jezeli a; € K[N|\ {0} i oo € K[N], to
361,62 € K[N] : B1* a1 + 2 x ag = ged(ag, ag).

Lemat

Niech K bedzie ciatem. Jezeli p € K|N] i deg(u) > 0, to
q

Vee KINJ3geN,y; € KIN,j€{0,....,q}: o= v/,
gdzieV j € {0,...,q}: v; =0 lub deg(v;) < deg(p).”™"

Dowdd: Dla ¢ = 0 lemat jest trywialny. Zatézmy wiec ze ¢ # 0, i
zdefiniujmy ¢ := max{n € N | deg(p") < deg¢}. Wtedy
© = * 1 + @1, p1 =0 lub deg (1) < deg(u?), 74 # 0. Mamy
tez deg(y,) < deg(u), bo inaczej deg(p) > deg(ui™!), co przeczy
definicji ¢. Jedli o1 = 0, lemat jest udowodniony. Jesli p1 # 0, to
niech max{n € N | deg(u") < deg(¢1)} =: 1 < ¢— 1. Lemat
wynika z iteracji procedury ktéra jest skonczona, bo

0 < deg(pr+1) < deg(u®™) < deg(pr) - 0
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Wielomiany pierwsze i utamki proste

Definicja

Niech R bedzie pierscieniem. Wielomian w € R[N]| nazywamy
pierwszym (nieredukowalnym) wtedy i tylko wtedy gdy

O deg(w) >0,
Q@ w=pxv = deg(B)deg(y) =0.

Lemat (o faktoryzacji na czynniki pierwsze)

Niech K bedzie ciatem. Jezeli § € K[N]\ K, B(deg(B)) =1, to
istnieja nieproporcjonalne wielomiany pierwsze wy, ...,w, € K|[N]
oraz liczby ki, .., k, € N\ {0} takie ze

B=uwx . xuwhn

| A

Definicja

Niech K bedzie nieskonczonym ciatem. Utamkiem prostym
nazywamy element ciata utamkéw wymiernych Fyn postaci =

wn!

gdzie w jest wielomianem pierwszym, deg(a) < deg(w), n € N\{0}
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Rozktad na utamki proste

Twierdzenie (o rozktadzie na utamki proste)

Niech K bedzie nieskoriczonym ciatem. Dla kazdej funkcji
wymiernej - L € Fyxqvy), o, 8 € KINJ\ {0}, deg(a) < deg(B),
istnieja n/eproporCJona/ne Wielomiany pierwsze wy, ...,w, € K|N],
ki,....kp €N f

M3

-3y

i= lj—lff.i

gdzieV jiy € {1,...,k;} : n;, =0 lub deg(n;,) < deg(w;).

Szkic dowodu: Twierdzenie udowadniamy w izomorficznym ciele

utamkéw wymiernych. Poniewaz % % bez straty

ogdlnosci mozemy zatozy¢ ze [3(deg(f)) = 1. Wtedy z lematu o
faktoryzacji na wielomiany pierwsze mamy 3 = wfl X .. *wﬁ”, gdzie

w1, ..., wp to nieproporcjonalne wielomiany pierwsze. Dla n =1
twierdzenie wynika z drugiego lematu o dzielnikach. Potem

indukcja po n. Krok indukcyjny z gcd(w]f1 --~wfl’“‘:11,wfb") =1i
pierwszego lematu o dzielnikach. O 1010



