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Przechodzimy od rozwigzywania jednego réwnania wielomianowego
do rozwigzywania uktadu wielu réwnan jednomianowych
(liniowych). Jest to domena algebry liniowej. Rozpatrzmy uktad
réwnan z szukanymi x i y zapisany stadardowo i macierzowo:

frrme (20 ()-(5)

Zatbézmy ze pierscien wspbtczynnikdéw jest przemienny, pomnézmy
drugie rébwnanie przez a, i podstawmy do niego ax z pierwszego

réwnania:
ax +by =« N ax = a —by
acr + ady = af c(a—by) + ady = af

Z ostatniego réwnania wnioskujemy ze (ad — be)y = —ca + af3.
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Rozwigzanie uktadu réwnan liniowych

Podobnie, pomnézmy drugie réwnanie przez b i podstawmy do
niego by z 1-ego réwnania:

axr + by = « N by=a—ax
bex + bdy = bf bex + d(a — ax) = bf

Stad (be — ad)x = b — da < (ad — be)x = da — bF. Zatem

ar+by =« N (ad — be)x = da — bf
cx+dy =0 (ad — bc)y = —ca+af3
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Jedynos$¢ rozwiazania

Jesdli ad — be # 0 i niej jest dzielnikiem zera, to zachodzi takze
implikacja w druga strone. Istotnie, mnozac 1-e réwnanie przez a,
2-e przez b i dodajac je do siebie otrzymujemy

(ad — be)(ax + by) = ada — abf — bea + baf = (ad — be)a .

Podobnie, mnozac 1-e réwnanie przez c, 2-e przez d i dodajac je do
siebie dostajemy

(ad — be)(cx + dy) = cda — b3 — dea + daf = (ad — be) S .

(ad —be)(cx +dy — ) =0
Whioskujemy dalej ze, jedli istnieje (ad — bc) ™!, to

{aaz+by:a o {xz(ad—bc)_l(da—bﬁ)

Stad {(ad —be)(ax +by —a) =0

cr+dy =0 y = (ad — bc) " (—ca + af)

Rozwigzanie takiego uktadu réwnan liniowych istnigje i jest jedyne.
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Macierze odwracalne

Wyrazenie ad — bc nazywa sie wyznacznikiem macierzy ( b

c d)-°
Macierz jest odwracalna < jej wyznacznik jest odwracalny.
W postaci macierzowej nasze rozwigzanie mozemy zapisa¢ jako:

-1
T\ 1 d —b\[(a) f(a b o
y)] ad—bec\—c a B3] \c d B
O takich macierzach mozemy mysle¢ jako o odwzorowaniach
liniowych f: R? — R?, gdzie R oznacza przemienny pierécief
wspdtczynnikéw. Odwracalno$é macierzy oznacza bijektywnosé

odwzorowania. Nasz uktad réwnan liniowych zapisujemy wtedy w
postaci f(v) = w, a jego rozwiazanie jako v = f~1(w).

ISTOTA ALGEBRY LINIOWEJ JEST STRUKTURA
MODULU NA PRZESTRZENI R™ NAD
NIEPRZEMIENNYM PIERSCIENIEM MACIERZY M, (R)!
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Wejscie modutow

Definition

Grupe abelowa (M, +,0) wyposazona w faczne dziatanie
pierscienia (R,+,0,+,1) z lewej strony R x M — M,

Vr,s€ R, meM: r(sm)=(rs)m, nazywamy lewym modutem
nad R wtedy i tylko wtedy gdy

ML Vr,s€ R, méeM: (r+s)m=rm+ sm,
M2 VreR, mneM:r(m+n)=rm+rn,
M3 Vme M: 1m =m.

Prawy modut nad R definiujemy analogicznie.

Definition
Niech M bedzie lewym modutem nad R. Podzbiér N C M
nazywamy podmodutem M wtedy i tylko wtedy gdy

@ (N,+,0) jest podgrupa (M, +,0),

Q@VreR ne N:rmeN.

| \
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Spostrzezenia i przykfady

OVmeM:0m=0m+m-m=0m+1m—-m=
O+1)m—m=1Im—-—m=m—m=0.
@VreR:r0=r0+7r0—r0=7r(0+0)—7r0=r0—1r0=0.
@VreRmeM:(—r)m=—(rm) bo
rm+ (—r)m = (r —r)m =0m = 0.
QVreRmeM:r(—m)=—(rm) bo
rm—+r(—m)=r(m—m)=r0=0.

@ Kazda grupa abelowa G jest modutem nad Z:

ng:=g+..+g9, (-m)g:=—-g—..—g.
—_— —_————
n-razy n-razy

@ Kazdy pierscien R jest modutem nad sobg samym.
@ R,|N]:={a€eR[N]| deg(ar)<n}U{0} jest modutem nad R.
@ Jesli M jest R-modutem i X # (), to Map(X, M) jest

modutem z dziataniami punktowymi zaréwno nad Map(X, R)
jak i nad R.
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Modut ilorazowy

Fundamentalnymi przyktadami modutéw sa:

@ skonczeniewymiarowe przestrzenie wektorowe (algebra
liniowa),

@ oo-wymiarowe przestrzenie Hilberta (mechanika kwantowa),

© przestrzenie cigé wigzek tensorowych na rozmaitosci (ogdlna
teoria wzglednosci),

@ moduty projektywne i moduty Hilberta (jeden z gtéwnych
nurtéw wspbiczesnej matematyki: K-teoria i KK-teoria).

Definition

Modutem ilorazowym modutu M przez podmodut N nazywamy
M/N = M/Qn, gdzie Qy := {(m,m’) € M?> |m —m/ € N}
jest relacja réwnowaznosci. Struktura modutu na M /N jest
indukowana ze struktury modutu na M:

[m] + [m/] := [m +m/], r[m] := [rm)].
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Odwzorowanie liniowe

Definition

Niech M i N beda lewymi R-modutami. Odwzorowanie M 4, N
nazywamy liniowym (lub homomorfizmem modutéw) <

@ Vmm eM: f(im+m')= f(m)+ f(m),
@VreR meM: f(rm)=rf(m).

Z liniowoséci f wynika ze obraz f, czyli zbior
Imf:={neN|dmeM: f(m)=n}, jest podmodutem N.

Definitions

Jadrem i kojadrem odwzorowania liniowego M ENyY nazywamy
odpowiednio
Kerf:={me M| f(m) =0} Cokerf':l
: , = In7

Z liniowoséci f wynika tez ze Ker f jest podmodutem M.
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Twierdzenie o obrazie

Odwzorowanie liniowe f jest:
@ injektywne < Ker f = 0.
@ surjektywne < Coker f = 0.

Dla dowolnego odwzorowania liniowego f : M — N zachodzi

Im f =

Ker f -

Dowéd: Odwzorowanie liniowe f indukuje odwzorowanie liniowe

M/Kerfa[m]»Lf(m)GImf.

Jest ewidentnie dobrze zdefiniowane, liniowe i surjektywne.
Wreszcie jest injektywne bo

f([m])ZO@f(m)zoﬁmEKerfﬁ[m]:(). [ |
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