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Ciagi doktadne

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem. Ciag odwzorowan
liniowych pomiedzy lewymi R-modutami

Mg 2 I o B S M s

nazywamy doktadnym < |V ne€Z: Ker fpi1 =1Imf, |

Zauwazmy, ze Vn € Z : fny1 0 frn = 0. Szczegblnie wazne s3
krétkie ciagi doktadne
0— My L% a5 vy — 0.

Tutaj doktadno$¢ oznacza ze: Ker fo = 0 (fo jest injekcja),

Im fy = Ker f1 oraz Coker f1 = 0 (f1 jest surjekcja). Przyktad

ciggu doktadnego grup abelowych (Z-modutéw):
0—-nZ—7Z—Z/nZ—0.
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Rozszczepianie

Definition

Moéwimy, ze odwzorowanie liniowe M g rozszczepia sie <

. . . .. S . .
istnieje odwzorowanie liniowe N = M : f o s = id. Odwzorowanie
s nazywamy rozszczepieniem lub retrakcja odwzorowania f.

Odwzorowanie rozszczepiane f musi by¢ surjekcja, bo w
przeciwnym razie 3n ¢ Im f O Im(f os) = Imid = NV, co jest
niemozliwe. Podobnie, odwzorowanie rozszczepiajace s musi byé
injekcja, bo Kers C Ker(f o s) = Ker(id) = 0. Za$ odwzorowanie
so f ma wtasnos$¢ (idempotentng):

(so f)? ::so\f\ci_fof:soidof:sof.

Kanoniczna surjekcja Z-modutéw Z > m — [m] € Z/nZ nie
rozszczepia sie. Istotnie, jesli Z/nZ 5 Z jest Z-liniowe, to
otrzymujemy sprzeczno$¢:

ns([1]) = s([n]) =s(0) =0 < s([1]) =0 <= s=0.
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Potenty i endomorfizmy

Definition

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem. Element r € R nazywamy:
@ idempotentem < 12 =7,
@ unipotentem < In € N\ {0} : 7" =1,
© nilpotentem < 3In € N\ {0}: " =0.

Zbidér wszystkich odwzorowan liniowych z M do N oznaczamy
przez Homp (M, N). Jest grupa abelowa ze wzgledu na punktowe
dodawanie +. Jedli M = N, to Homp(M, M) jest pierScieniem ze
wzgledu na punktowe dodawanie + i sktadanie odwzorowan o.
Elementy neutralne to odpowiednio odwzorowanie zerowe i
odwzorowanie identycznosciowe. Liniowe odwzorowania z M do M
nazywamy endomorfizmami, a pierécien ktéry tworza oznaczamy
przez Endp(M). Tak wiec s o f jest idempotentem w pierscieniu
endomorfizméw Endg(M).
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Sumy i produkty

Definitions

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, M dowolnym lewym
R-modutem, a Ny i Ny dowolnymi podmodutammi M. Suma
podmodutéw Ny i No nazywamy podmodut

Ni+No:={m+neM|mée Ny,ne€ Ny}|.

Jedli Ny N Ny = {0} =0, to sume N; + No nazywamy suma
prosta i oznaczamy przez .

| A

Definition

Niech R bedzie pierscieniem, a M;, ¢+ € I, niepusta rodzing lewych
R-modutéw. Produktem tych modutéw nazywamy

[ M = {feMap(I,UMi))VieI: f(z’)eMz} :
i€l el

Zbiér [];c; M; jest modutem ze wzgledu na dziatania punktowe.
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Zewnetrzne sumy proste

Niech R bedzie pierscieniem, a M;, i € I, niepusta rodzing lewych
R-moduféw. Suma prosta tych modutéw nazywamy

f(@) # 0 dla skonczonej ilosci i € I} .

P M; = {feil;[IMz-

el

Zbiér @;c; M; jest podmodutem [];c; M;.

Utozsamiajac
M; = feHMk‘Vk;éi:f(k:)zo :
kel

widzimy ze Vi # j : M; N M; = 0, co daje zgodnos¢ z poprzednia

definicjg sumy prostej. Jedli zbiér I jest skonczony, to

[[2: =P M.

el i€l
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Twierdzenie o rozszczepianiu

Theorem

Niech 0 — My o, My il Ms — 0 bedzie ciggiem dokfadnym.

Wtedy nastepujace warunki sa réwnowazne:
@ 51 € Homp(My, My) : f1 081 =id (f1 rozszczepia sig),
@ Jpy € Homp(M;, My) : po o fo = id (fo rozszczepia py),
© 3 podmodut Mj : M; = Ker f1 & M| =Im fo & Mj.

| A\

Lemma
Niech N = N1 & Ny. Wtedy

VEke {1,2}3pk eHomR(N,Nk) D pg o ik = id,

gdzie iy, € Homp(Ny, N) jest wlozeniem:

VnéeNg: ig(n) :=n¢€ N.
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Dowod lematu

Dowdd: Jesli ny,n) € N, na,nbh € Ny, to
n+ne=n)+ny < (np=njing=n)).
Istotnie, n; +ngo =nj+nh < ny—n) =nhb—ng € NyN Ny =0.
Zatem rozktad dowolnego n € N na sume elementéw z Ny i Ny
jest jednoznaczny, i mozemy zdefiniowa¢ odwzorowania
pr € Homp(Ny, Ni), k € {1,2}, przez wzory
pk(n) =ng < Elnk/GNk/,k’;ék:n:nk+nk/.

Liniowos¢ odwzorowan pg wynika z tego, ze N s modutami oraz

z implikacji
m—+n=mg+ ng+mg + ng
n =Nk + N/ Ok T T Ok K,
m = Mg + my — SNk SN
reR N = TN + TNy
@Nk GNIIC

Wreszcie py o i, = id, k € {1,2}, wynika stad ze
V€ Np:np=np+0EN. ]
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Dowad twierdzenia

Dowéd: @=@: Dla dowolnego x € M7 mamy:
x=s1(f1(z)) +x — s1(fi(z)) € Im sy + Ker f; .

Stad My = Im s; + Ker f1. Ta suma jest prosta bo, jezeli
x € Ims; N Ker f1, to

JyeMy:a=s1(y) oraz 0= fi(z) = (fros1)(y) =y,
skad x = 51(0) = 0, co oznacza Im s; N Ker f; = {0} = 0.
©=0: Niech p; € Homp(M;,Ker f1) bedzie lematowym
rzutowaniem na sktadnik prosty Ker f;. Z surjektywno$ci f; mamy
Vme My3dme M : fl(’ﬁ’b):m

Odwzorowanie My 3 m &5 m — p1(m) € M; jest dobrze
zdefiniowane bo

meKerfy, = m-—p(m)=m-m=0.

Liniowos$¢ s; jest ewidentna: jezeli fi(m) =m to fi(rm) =rm,

jezeli fi(m1) =my i fi(ma) = ma to f1(my 4+ m2) = my +ma.
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Ponadto, dla dowolnego m € M; mamy:

fi(si(m)) = fi(m) — fi(p1(m)) = fi(m) =
co oznacza fi o s1 = id.
®<@©: Niech p2 € Homp(Mi,Im fy) bedzie lematowym
rzutowaniem na sktadnik prosty Im fy. Z injektywnosci fo wynika

ze homomorfizm f : Mo > m > fo(m) € Im fy jest bijekcja.
Zatem mamy pg = fo o py € Homp(M;, Mp) taki ze

Vm e Mo: (poo fo)(m) = fy ' (fo(m)) =
®=-0: Dla dowolnego x € M; mamy:
z = fo(po(z)) +z — fo(po(x)) € Im fo + Kerpo.

Stad My = Im fy + Kerpg. Ta suma jest prosta bo, jezeli
z € Im fy N Kerpy, to

Jy € My:x = fo(y) oraz 0 = po(x) = (po° fo)(y) =y,
skad x = f(0) = 0, co oznacza Im f N Kerpy = {0} = 0. |
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