Algebra z geometrig 2012/2013
Egzamin prébny, 3 VI 2013 r.

Instrukcje: Kazde zadanie jest za 10 punktéw. Praca nad rozwiazaniami musi by¢ absolutnie samodzielna.
Jakakolwiek forma komunikacji z kimkolwiek poza pilnujacymi egzamin jest catkowicie zakazana. Zabronione
jest tez korzystanie z czegokolwiek poza przyborami do pisania i czystymi kartkami papieru formatu A4.
Wiszelkie oszustwa lub ich préby skutkowaé beda usunieciem z egzaminu. Rozwigzanie kazdego zadania musi
znajdowaé si¢ na osobnej kartce (lub niepustym zbiorze kartek) formatu A4 oraz by¢ napisane chlujnie
i czytelnie. W nagtéwku kazdego rozwiazania musza znajdowac sie dane wypelnione DRUKOWANYMI
literami i liczbami w systemie dziesietnym wedlug schematu: nr zadania, imie i nazwisko, nr indeksu,
nazwisko prowadzacego ¢éwiczenia. Najmniejsze nawet odstepstwo od tych instrukcji w ktérymkolwiek
z zadan skutkowaé bedzie utrata 1 punktu w tym zadaniu.

Zadanie 1. Formy biliniowe i kwadratowe: Udowodnij ze, jezeli A € Ms(R) jest macierza rzeczywistej
formy kwadratowej, to jest ona diagonalizowalna jako macierz endomorfizmu a € End(R?) (4 punkty). Niech
Q : R* — R bedzie forma kwadratowa okre§long w nastepujacy sposob:

Q(v) = 3xx? + 20y + A2? + N%? — day — 2)az, v =(z,y,2,t) € RY, AeR.

Sprowadz ) do postaci kanonicznej oraz znajdz wszystkie wartosci parametru A dla ktérych forma @ jest
dodatnio okreslona (2 punkty), oraz wszystkie wartoéci parametru A dla ktérych jest ona zdegenerowana
(2 punkty). Wyznacz sygnature @ dla A = —2 oraz A\ = 0 (2 punkty).

Zadanie 2. Norma, iloczyn skalarny, bazy ortonormalne: Udowodnij ze macierz przejscia z bazy
ortonormalnej do bazy ortonormalnej jest unitarna (4 punkty). Sprawdz ze, w przestrzeni Ca[z] wszystkich
funkcji wielomianowych z R w C nie posiadajacych stopnia nie wiekszego od 2, odwzorowanie

Calx] x Co[z] 5 (v|w) — (v|w) := 6/_11 t2o(t)w(t)dt € C

jest iloczynem skalarnym (3 punkty). Zortonormalizuj wzgledem tego iloczynu skalarnego baze {u;}3, gdzie
up(z) := 1, ug(w) := z, uz(z) := 2 (3 punkty).

Zadanie 3. Sprzezenie hermitowskie: Zdefiniuj sprzezenie hermitowskie endomorfizmu skonczeniewy-
miarowej zespolonej przestrzeni wektorowej, oraz udowodnij ze wartosci wlasne izometrii takiej przestrzeni
maja modut 1 (4 punkty). Znajdz wszystkie odwzorowania h € End(C?) ktérych macierz H w bazie kano-
nicznej jest macierza hermitowska spetniajaca
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H* = < 01 > (4 punkty).
Zmnajdz baze ortonormalng C? zlozona z wektoréw wlasnych h (2 punkty).

Zadanie 4. Rozklad na (uogdlnione) podprzestrzenie wlasne, diagonalizacja macierzy (twier-
dzenia spektralne): Podaj przyktad endomorfizmu przestrzeni C? ze standardowym iloczynem skalarnym
ktéry jest diagonalizowalny, ale nie jest normalny (4 punkty). W bazie kanonicznej przestrzeni C? ze stan-
dardowym iloczynem skalarnym macierz endomorfizmu h € End(C?) ma postaé

2 2 -1
H = 2 -1 2
-1 2 2

i) Pokaz ze w C? istnieje baza ortonormalna ztozona z wektoréw wtasnych h (2 punkty).
ii) Znajdz rzuty spektralne na podprzestrzenie wilasne h (2 punkty).

iii) Czy istnieje stala o € C taka ze endomorfizm ah jest unitarny (2 punkty)?



