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Instrukcje: Kazde zadanie jest za 10 punktéw. Praca nad rozwiazaniami musi by¢ absolutnie sa-
modzielna. Jakakolwiek forma komunikacji z kimkolwiek poza pilnujacymi kolokwium jest catkowicie
zakazana. Zabronione jest tez korzystanie z czegokolwiek poza przyborami do pisania i czystymi kart-
kami papieru formatu A4. Wszelkie oszustwa lub ich préby skutkowaé beda usunigciem z kolokwium.
Rozwiagzanie kazdego zadania musi znajdowac sie na osobnej kartce (lub niepustym zbiorze kartek)
formatu A4 oraz by¢ napisane chlujnie i czytelnie. W nagtéwku kazdego rozwiazania musza znajdowaé
sie dane wypetnione DRUKOWANYMI literami i liczbami w systemie dziesietnym wedtug schematu:
nr zadania, imie i nazwisko, nr indeksu, nazwisko prowadzacego ¢éwiczenia. Najmniejsze
nawet odstepstwo od tych instrukcji w ktérymkolwiek z zadan skutkowaé¢ bedzie utrata 1 punktu w
tym zadaniu.

Zadanie 1. Udowodnij ze odwzorowanie liniowe f jest injekcja wtedy i tylko wtedy gdy kerf = 0
(2 punkty). Niech F' bedzie odwzorowaniem okreslonym (na przestrzeni wektorowej rzeczywistych
funkcji wielomianowych ktérych stopien nie jest wiekszy niz 2 w przestrzen wektorowa rzeczywistych
funkcji wielomianowych ktérych stopien nie jest wiekszy niz 3) przez wzér

dpP
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Sprawdz ze F jest R-liniowa injekcja (3 punkty). Podaj baze obrazu (2 punkty) i kojadra (2 punkty)
odwzorowania F'. Czy wymiary obrazu i kojadra uleglyby zmianie gdyby$my ciato R zastapili ciatem Q
(1 punkt)?

Zadanie 2. Jakiej postaci musi by¢ dziedzina odwzorowania liniowego jesli jego macierz ma tylko
jedna kolumne (1 punkt)? W bazie kanonicznej macierz F, odwzorowania liniowego f: R?—R* dana
jest wzorem

3 1 3
4 4 7
Fsi= 5 s 11
2 =2 -1

Znajdz macierz odwzorowania f, zmieniajac baze kanoniczna R3 na

1 1 1
o, 1 1],]1 (2 punkty).
0 0 1

W zaleznoéci od parametrow s, t € R, oblicz (7 punktéw) kiedy zbidr

Gst=(vE R3 fs(v) =

W O« N

a) jest zbiorem pustym?
b) jest zbiorem jednoelementowym, jaki to element?

c) jest zbiorem nieskonczonym?



Zadanie 3. Udowodnij ze przestrzenie wektorowe V i W sg izomorficzne wtedy i tylko wtedy gdy ich
wymiary sa réwne (4 punkty). (Mozna zalozy¢ ze sa one skonczeniewymiarowe, cho¢ to w niczym nie
pomaga.) W przestrzeni R* dwie podprzestrzenie V, U sa zadane odpowiednio:
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Znajdz wymiary przestrzeni V, U, U +V oraz VN U (6 punktow).

Zadanie 4. Podaj przyktad zbioru liniowo niezaleznego nad R ktory jest liniowo zalezny nad C
(1 punkt). Niech W C R® bedzie przestrzenia rozwiazan uktadu réwnan

r1+xe+axs+axs+axs =0
Ty —x9+r3—24+25 =0.

Rozpatrzmy zbiory wektoréw:

5 2 1 6 3
~1 3 2 4 -2
Uy = | -6 Uy = 31, -5 ].] -14
1 -3 -2 —4 2
—7 4 4 1 11
4 1 2 1 4 3
3 1 0 1 4 1
Us := 2 1, -4 .| 3 Uy = 1, ] -4, 3
-3 —1 0 1 4 1
—6 3 -5 —2 0 3

a) Ktére z powyzszych zbioréw wektorow sa bazami przestrzeni W (3 punkty)?

b) Ktére z tych zbioréw mozna uzupetni¢ do bazy przestrzeni R® za pomoca wektoréw nalezacych
do W (3 punkty)?

c¢) Ktére z tych zbioréw nie mozna uzpemié do bazy przestrzeni R® tylko za pomoca wektoréw nale-
zacych do W, ale mozna uzpetnié¢ do bazy przestrzeni R®> w jaki$ inny sposéb (3 punkty)?

Zadanie 5. Dlaczego wyznacznik automorfizmu musi by¢ odwracalny (1 punkt)? Wiadomo ze dla
pewnej macierzy B € M3(R)

1 3 1 —1 —1 —1
Bl1|=|2]|, B 2 | = 1|, B 1| = 1
1 2 —1 4 0 -3

a) Oblicz warto$ci macierzy B na wektorach bazy kanonicznej (6 punktow).

b) Oblicz slad (1 punkt) i wyznacznik (2 punkty) macierzy B.



