Algebra z geometria I

Egzamin poprawkowy, 5 IIT 2013 r.

Instrukcje: Kazde zadanie jest za 10 punktéw. Praca nad rozwigzaniami musi by¢ absolut-
nie samodzielna. Jakakolwiek forma komunikacji z kimkolwiek poza pilnujacymi egzamin jest
catkowicie zakazana. Zabronione jest tez korzystanie z czegokolwiek poza przyborami do pisa-
nia i czystymi kartkami papieru formatu A4. Wszelkie oszustwa lub ich préby skutkowaé beda
usunieciem z egzaminu. Rozwiazanie kazdego zadania musi znajdowaé sie na osobnej kartce
(lub niepustym zbiorze kartek) formatu A4 oraz by¢ napisane chlujnie i czytelnie. W naglow-
ku kazdego rozwiazania musza znajdowaé sie dane wypetnione DRUKOWANYMI literami i
liczbami w systemie dziesietnym wedtug schematu: nr zadania, imie i nazwisko, nr indek-
su, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia. Najmniejsze nawet odstepstwo od tych instrukcji
w ktorymkolwiek z zadan skutkowac¢ bedzie utrata 1 punktu w tym zadaniu.

Czesé A

Zadanie 1. Niech n € N\ {0,1}. Udowodnij ze permutacja zbioru n-elementowego jest jed-
noznacznie wyznaczona przez swoje wartosci na n — 1 elementach (1 punkt). Dane sa dwa
odwzorowania zbioru 7" := {1, 2,3, ..., 10} w siebie:

T3>k p(k)=2k+1 (mod 10) € T,

|4k — 21|+ 1
= €

T>k+— o(k) 5

T.

a) Czy odwzorowania p lub ¢ sa permutacjami zbioru 7" (3 punkty)?

b) W przypadku odpowiedzi pozytywnej podaé: znak permutacji, rozktad na cykle i permu-
tacje odwrotna (6 punktéw).
Zadanie 2. Udowodnij ze podpierScien K := { (‘; ’ab) | a,be ]R} pierscienia macierzy Ms(R)
jest izomorficzny z ciatem C (4 punkty). Niech z € C\ {0} bedzie liczba spetiajaca warunek
2+ 271 =2cos .

a) Wykaz ze Vn € N\ {0,1}: 2" + 27" = 2cosny (3 punkty).

b) Dla ustalonego kata ¢ zdefiniujmy X, := {z € C\ {0} | z + 27! = 2cosp} oraz
H,:={"eC| z€ X,, neN}. Czy ze wzgledu na mnozenie ‘-’ liczb zespolonych
(Hy,-) jest grupa (2 punkty)? Dla jakich ¢ zbior H,, jest skonczony (1 punkt)?
Zadanie 3. Udowodnij ze pierscien wielomianéw C[N] jest izomorficzny z pierscieniem zespo-
lonych funkcji wielomianowych (4 punkty). Znajdz wszystkie rozwiazania zespolone réwnania
(6 punktow)
22— 622 —4=0.



Czes¢ B

Zadanie 4. Niech B i C beda odpowiednio bazami M i N, oraz niech f: M — N bedzie
dowolnym odwzorowaniem liniowym. Zdefiniuj elementy macierzowe i macierz odwzorowania
f wzgledem baz B i C (4 punkty). (Cho¢ to w niczym nie pomaga, mozna zatozyé¢ ze M i
N sa skonczeniewymiarowymi przestrzeniami wektorowymi.) Podaj przyktad przeksztalcenia
liniowego ¢ : R* — R? spelniajacego warunki (6 punktow):

:
keryp = ; €R* 2 — 29+ 623 +214 =07 , imyp = span 3

w
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Zadanie 5. Niech V bedzie niezerows przestrzenia wektorowg o skonczonym wymiarze n.
Udowodnij ze kazdy n-elementowy liniowo niezalezny podzbior V' jest jego baza oraz ze kazdy
podzbiér V' rozpinajacy V musi mie¢ co najmniej n-elementéw (4 punkty). W przestrzeni
wektorowej R4[N] wszystkich wielomianéw nad R nie posiadajacych stopnia wiekszego od 4
definiujemy nastepujace podprzestrzenie:

Vi=span{z* + 2* +2* + v+ 1, 2* + 2 + 2 + 1, 2%},
U:=span{z? —2* + 2+ o+ 1, 2* +2° —2* + o+ 1, 2* +2° + 22 — 2 + 1}.

a) Znajdz wymiary przestrzeni V, U, U+ V oraz V NU (4 punkty).

b) Podaj bazy V i U takie aby ich cze$é wspélna bylta baza V N U (2 punkty).

Zadanie 6. Udowodnij ze wyznacznik surjektywnego endomorfizmu musi by¢ odwracalny
(4 punkty). Niech Ry[z] bedzie przestrzenia wektorowa wszystkich rzeczywistych funkcji wie-
lomianowych nie posiadajacych stopnia wickszego niz 2, oraz niech Fy bedzie odwzorowaniem
liniowym okreslonym przez wzor
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Dla jakich parametréw s € R funkcja wielomianowa 22+ 2z +1 nalezy do obrazu F, (4 punkty)?
Dla s = 1 oblicz slad i wznacznik tego odwzorowania (2 punkty).



