Algebra z geometrig 2012/2013

Egzamin pisemny, 24 VI 2013 r.

Instrukcje: Kazde zadanie jest za 10 punktow. Praca nad rozwiazaniami musi by¢ absolutnie sa-
modzielna. Jakakolwiek forma komunikacji z kimkolwiek poza pilnujacymi egzamin jest catkowicie
zakazana. Zabronione jest tez korzystanie z czegokolwiek poza przyborami do pisania i czystymi
kartkami papieru formatu A4. Wszelkie oszustwa lub ich préby skutkowac¢ beda usunieciem z egza-
minu. Rozwiazanie kazdego zadania musi znajdowac sie na osobnej kartce (lub niepustym zbiorze
kartek) formatu A4 oraz by¢ napisane chlujnie i czytelnie. W nagléwku kazdego rozwiazania musza
znajdowac sie dane wypetnione DRUKOWANYMI literami i liczbami w systemie dziesietnym we-
dtug schematu: nr zadania, imie i nazwisko, nr indeksu, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia.
Najmniejsze nawet odstepstwo od tych instrukcji w ktorymkolwiek z zadan skutkowac¢ bedzie utrata
1 punktu w tym zadaniu.

Zadanie 1. Zdefiniuj macierz formy kwadratowej o : R™ — R oraz pokaz ze znak jej wyznacznika
nie zalezy od wyboru bazy (3 punkty). Sformutuj twierdzenie pozwalajace na definicje sygnatury «
(1 punkt). Zbadaj dodatnioé¢, rzad i sygnature formy kwadratowej @ : R* — R w zaleznoéci od
parametru A € R, gdzie

Q) = 2% + \y* +22% — 4wy — 222 + 6yz, v = (z,y,2)" € R (3 punkty).
Sprowadz forme ) do postaci kanonicznej (3 punkty).
Zadanie 2. Zdefiniuj iloczyn skalarny na zespolonej przestrzeni wektorowej oraz podaj wzor na

metryke indukowang przez iloczyn skalarny (4 punkty). W przestrzeni C? ze standardowym iloczynem
skalarnym, podaj baze¢ ortonormalng podprzestrzeni generowanej przez wektory

1 0 1

7 7 0 ,
a=| _;| e =1 4 | e = (6 punktow).

1 1 0

Zadanie 3. Zdefiniuj sprzezenie hermitowskie endomorfizmu skonczeniewymiarowej zespolonej prze-
strzeni wektorowej, oraz udowodnij ze warto$ci wtasne endomorfizmu samosprzezonego sa rzeczywi-

ste (4 punkty). W przestrzeni C3 ze standardowym iloczynem skalarnym macierz endomorfizmu

f € End(C?) w bazie kanonicznej ma postaé:

4+ 31 43 —6— 21
F = -4 4-3 —2-06
6+2¢ —2—061 1

Oblicz wartosci wtasne f (3 punkty), oraz zbadaj czy f jest endomorfizmem: a) normalnym, b)
hermitowskim, c¢) unitarnym (3 punkty).

Zadanie 4. Niech V bedzie dowolng zespolong przestrzeniag wektorowa wyposazona w iloczyn ska-
larny. Udowodnij ze, jezeli endomorfizm f € End(V') posiada baze ortonormalna wektoréw wtasnych,
to jest on endomorfizmem normalnym (4 punkty). Niech C3 bedzie wyposazona w standardowy ilo-
czyn skalarny. Oblicz spektrum, wymiary podprzestrzeni wlasnych, oraz podaj baze ortonormalna
wektoréw wlasnych endomorfizmu f : C* — C? ktérego macierz w bazie kanonicznej jest postaci

0 4i 0

fee=1| —4i 0 3 (6 punktow).
0 3 0



