Algebra z geometrig 11

Egzamin poprawkowy, 3 IX 2013 r.

Instrukcje: Kazde zadanie jest za 10 punktow. Praca nad rozwiazaniami musi by¢ absolutnie sa-
modzielna. Jakakolwiek forma komunikacji z kimkolwiek poza pilnujacymi egzamin jest catkowicie
zakazana. Zabronione jest tez korzystanie z czegokolwiek poza przyborami do pisania i czystymi kart-
kami papieru formatu A4. Wszelkie oszustwa lub ich préby skutkowaé¢ beda usunieciem z egzaminu.
Rozwiazanie kazdego zadania musi znajdowac sie na osobnej kartce (lub niepustym zbiorze kartek)
formatu A4 oraz by¢ napisane chlujnie i czytelnie. W nagtéwku kazdego rozwiazania musza znajdo-
wac sie dane wypelnione DRUKOWANYMI literami lacifiskimi (z polskimi znakami diaktrycznymi
jesli trzeba) i liczbami w systemie dziesietnym wedtug schematu: nr zadania, imie i nazwisko, nr
indeksu, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia. Najmniejsze nawet odstepstwo od tych instrukcji
w ktorymkolwiek z zadan skutkowac¢ bedzie utrata 1 punktu w tym zadaniu.

Czesé A

Zadanie 1. Udowodnij ze jesli zbiér wszystkich rozwiazan uktadu réownan liniowych nad C jest
nieskoc¢zony, to nie moze by¢ przeliczalny (3 punkty). W zaleznosci od parametru A € R, rozwiaz
uktad rzeczywistych réwnan liniowych

r + Ay + z = 2
X — y + oz = 0, (7 punktéw).
r + y + Az = 1

Zadanie 2. Podaj przyktad macierzy F' € M3(Z) ktéra nie jest ani nilpotentna ani diagonalizowalna
(2 punkty). Znajdz wszystkie rozwiazania zespolone réwnania

det (A - ZL‘COSQ(T(A)) =0,

gdzie
4 1 =5
A=|[-2 -1 2 (8 punktéw).
3 1 -4

Zadanie 3. Niech M L N bedzie dowolnym surjektywnym odwzorowaniem liniowym. Udowodnij
ze odwzorowanie transponowane f1: N* — M* jest injektywne (1 punkt). Niech V := Ry[t] bedzie
przestrzenig rzeczywistych funkcji wielomianowych nie posiadajgcych stopnia wiekszego niz 2. Pokaz
ze funkcjonaty liniowe w’ € V* (i = 1,2, 3) okreslone wzorami

W) = ;/_11v(t)dt, W2 (v) = i/:v(t)dt, ) = /Olv(t)dt, vev,

tworza baze przestrzeni V* (4 punkty). Znajdz baze E przestrzeni V do ktorej B := {w!,w? w?} jest
baza dualna (5 punktéw).



Czes¢ B

Zadanie 4. Zdefiniuj macierz formy kwadratowej o : R®™ — R, oraz pokaz ze znak jej wyznacznika nie
zalezy od wyboru bazy (3 punkty). Dana jest rzeczywista forma kwadratowa @ : R — R okre$lona
W nastepujacy sposob:

01 1
1
Q(v) =v'Bv, B=g{1 0 A}, v=(z,y,2)" €R’ XeR.
1 A0

Zapisz Q we wspOtrzednych (z,y,z) (1 punkt). Sprowadz () do postaci kanonicznej (3 punkty).
Zmajdz wszystkie wartosci parametru A dla ktorych forma @) jest dodatnio okreslona, oraz wszystkie
wartodci parametru A dla ktorych jest zdegenerowana, oraz wyznacz sygnature () w zaleznosci od A
(3 punkty).

Zadanie 5. Zdefiniuj sprzezenie hermitowskie endomorfizmu skonczeniewymiarowej zespolonej prze-
strzeni wektorowej, oraz udowodnij ze wartos$ci wtasne endomorfizmu samosprzezonego sa rzeczywiste
(4 punkty). Niech C* bedzie wyposazona w stardardowy iloczyn skalarny. Podaj bazg¢ ortonormalna
podprzestrzeni przestrzeni C* generowanej przez wektory

1 1 0
e 1= _12 , ey 1= 1Z : eg = (Z) (6 punktow).
0 0 0

Zadanie 6. Podaj przyklad endomorfizmu przestrzeni C? ze standardowym iloczynem skalarnym
ktory jest diagonalizowalny, ale nie jest normalny (4 punkty). Niech C? bedzie wyposazona w stan-
dardowy iloczyn skalarny. Podaj baze ortonormalng wektorow wlasnych oraz rozktad spektralny
endomorfizmu f : C* — C3 ktérego macierz w bazie kanonicznej to

1

1
fBB = —i 0
—i 2

(6 punktow).
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