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Zadanie 1. Udowodnij ze sprzezenie hermitowskie * ma nastepujace wlasnosci:
a) VfeEnd(V): f*=f,
b) V f € End(V), A € C: (Af)* = \f*,

¢) VfgeEnd(V): (fog) =g o f

Zadanie 2. Niech V := @yC bedzie zespolona przestrzenia wektorowa z iloczynem skalarnym
wzgledem ktorego baza kanoniczna {e;};en jest bazg ortonormalng. Oblicz sprzezenie hermitowskie
endomorfizmu s € End(V') zadanego wzorem V i € N: s(e;) = e;11. Pokaz ze endomorfizm ss* jest
samosprzezonym idempotentem (projekcja). Podaj przyktad endomorfizmu f € End(V) ktéry jest
normalny, ale nie jest ani hermitowski ani unitarny, i ktorego macierz w bazie kanonicznej nie jest
diagonalna.

Zadanie 3. Niech f bedzie endomorfizmem hermitowskim. Udowodnij ze, jezeli vy i vy sa wektorami
wlasnymi f odpowiadajacymi réznym wartosciom wlasnym, to (vy | vy) = 0.

Zadanie 4. Niech V bedzie zespolong przestrzenig wektorowa z baza ortonormalna {ey }xe;. Udo-
wodnij ze kazdy endomorfizm f € End(V) da sie jednoznacznie zapisa¢ w postaci f = f1 +ifo, gdzie

fi=hif3=r.

Zadanie 5. Niech C§°([0,1],C) bedzie przestrzenia wszystkich funkcji gltadkich f : [0,1] — C
takich ze 0 a

= 1 = —_— = —
fo=rm=o  To=1

wyposazong w iloczyn skalarny:

(1) =0, keN,

(1) = [ Fg()dr

Wykaz ze odwzorowanie

D: Cc2([0,1],C) > f — _@';lf; e C([0,1],C)

jest odwzorowaniem hermitowskim.

Zadanie 6. W przestrzeni C? ze standardowym iloczynem skalarnym odwzorowanie H € End(C?)
w bazie kanonicznej jest zadane macierzg

1 1 1
H=| —1 1 1
1 — 1

Sprawdz ze H jest odwzorowaniem hermitowskim. Pokaz ze w C? istnieje baza ortonormalna zlozona
z wektorow witasnych H. SprawdZ ze macierz przej$cia od bazy kanonicznej do tej bazy wektoréow
wlasnych jest unitarna.



