Algebra z geometria I
semestr zimowy 2012/2013

Zadania domowe (Seria A)

Zadanie 1. Zefiniuj grupe i homomorfizm grup. Niech ¢ przeprowadza grupe (G, -) w grupe
bijekeji zbioru G tak ze Vyeq Ve [¥(9)] (z) = ¢- 2. Udowodnij Ze ¢ jest homomorfizmem grup.
Zadanie 2. Zbadaj czy jest grupa zbior:

m
a) X :={ on LN E Z} C Rz dzialaniem dodawania liczb rzeczywistych.
b) YV:={2€C: Jpcpp3,.} 2" =1} zmnozeniem liczb zespolonych.
c) Z:={2€C: |z|€e{2":n=0,1,2,...} } zmnozeniem liczb zespolonych.
Zadanie 3. Sprawdz ze grupa G symetrii kwadratu jest izomorficzna z 8-elementowa podgrupa
grupy permutacji S;. Podaj tabelke dzialania grupowego oraz wyznacz wszystkie podgrupy G.

Zadanie 4. Niech Ay, := { 0 € Sy : sign(c) = 1 }. Sprawdz ze Ay jest 12-elementowa
podgrupa Sy i wykaz ze A4 nie ma podgrupy 6-elementowe;j.

Zadanie 5. Dane sa dwie permutacje o i 7 na zbiorze {1,...,n} w postaci tabelaryczne;.
(1 2 3 e m—2 n—1n (1 23 -+ n—=2 n-1n
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a) Znajdz znak permutacji o i 7.

b) Znajdz o™ dla n € N.

¢) Znajdz permutacje p spelniajaca réwnosé 7 = o o p.

Zadanie 6. Zdefiniuj ciato i pierscien. Niech K bedzie cialem. Udowodnij ze pierscienn Map(X, K)

z dziataniami punktowymi jest ciatem wtedy i tylko wtedy, gdy X jest zbiorem jednoelemen-
towym.

Zadanie 7. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, r, s, € R. Udowodnij ze
J(rs—1)"t'eR <« 3J(sr—1)'ER.

Zadanie 8. Zbadaj czy K = { a +bv/3 : a,b € Q} C R jest podciatem ciata liczb

rzeczywistych.

Zadanie 9. Zbadaj czy K :={ a+bi: a,b € Q} C C jest podciatem ciala liczb zespolonych.

Zadanie 10. Oblicz wyrazenia:

a) 2<(11j_;>):_2, (n=3,4,5...),
b) Mﬂlﬂ')(:&—i),

(1+4v/3)4

c) e"+¢&% (n=1,2,..), gdzie € # 1 jest rozwiazaniem réwnania 2% = 1.
Zadanie 11. Przedstaw w postaci trygonometrycznej (2 — v/3) — i.

Zadanie 12. WyraZ sin® & przez kombinacje funkcji trygonometrycznych wielokrotnosci kata x
oraz wyraz cos bx przez sinx i cosx.

Zadanie 13. Niech S':= {2 € C: |z| =1}. Opisz ¢(S?) dla
1 2
a) ¢(z)::z+;+2—z’. b) (b(z)::z—i—;—l—l.



Zadanie 14. Oblicz sumy:

S = Z cos® kz, T= Z sin kz.
k=1 k=1

Zadanie 15. Wykaza¢ réwnosé

1 1
sin snx cos 5(n + 1)z
a) cosx + cos2x + -+ - + cosnx = 2 - 12< ) , dla x # 2km, k € Z,
sin 5

sin gnzsin 2 (n + 1)z

b) sinz + sin2z + - - - + sinnz = , dla x # 2km, k € Z.

in +
sin 5T

Zadanie 16. Znajdz wszystkie zespolone rozwiazania rownania |z +i| + |z — | = 2.
Zadanie 17.7ZnajdZ wszystkie zespolone rozwiazania réwnania

22— 6224122 —2—6=0.

Naszkicuj zbiér rozwiazan na plaszczyznie zespolone;j.

Zadanie 18. Znajdz wszystkie pierwiastki wielomianéw zespolonych:

a) 2% — 8+ 15i,

b) 2% — (3+ Ti)z — 10 + 114,

c) 2t +823 +162% +9,
)

d) 22 +322— 2+ 4.

Zadanie 19. Nie korzystajac z algorytmu dzielenia wielomianéw z reszta znalezé reszte z dzie-
lenia wielomianu w(z) =1+ z + 23 + 2% + 2°7 + 28! + 243 przez wielomian:
a) v? — 1, b) 2% + 1, c) xt — 1.

Zadanie 20. Pokazac, ze dla n = 2,3, 4... wielomian
w(x) = (cosa — x*sin @)™ — cos na + x? sin na.

jest podzielny przez wielomian z* + 1.

Zadanie 21. Podaj warunki konieczne i dostateczne na wspotczynniki wielomiandéw, aby wie-
lomian 2% + az + 1 byt dzielnikiem wielomianu x* + px + ¢.

Zadanie 22. Znalez¢ najwiekszy wspolny dzielnik wielomiandw:
a) p(x) =23 — 22 — 4z — 6, q(z) = 2* + 2? — 10z — 6.

b) p(x) =2° — 23 +22% — 22 + 2, q(x) = 2* + 223 + T2 + 22 + 6.

Zadanie 23. Rozlozyc na utamki proste (nad R):
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