Algebra z geometrig I
semestr zimowy 2012/2013

Zadania domowe (Seria B)

Zadanie 1. Niech V; i V, beda podprzestrzeniami przestrzeni R* opisanymi uktadami réwnan
liniowych odpowiednio U; i Us:

U, - 201 + 29— x3+4r4 = 0 U, - —x1+ 29— dx3+3xry = 0
Y'Y 8y —ae+ 2034+ x4 =00 727 3wy —4we+ 1023 — 624 = 0

Zmalez¢ bazy i wymiary przestrzeni Vi + V5 oraz V) N V5.

Zadanie 2. Funkcje u, v na zbiorze X # () pelniaja nastepujacy warunek: kazda kombinacja
liniowa u i v jest funkcjg stalego znaku, tzn. > 0 na catym X lub < 0 na calym X. Dowies¢ ze
u 1 v sg liniowo zalezne.

Zadanie 3. Zbadaj czy podzbior W := {w € Ry[N]|w(—1) = w(1),w’'(1) = 0} jest podprze-
strzenia przestrzeni wektorowej Ry[N] := {w € R[N} | degw < 4} U{0}. Jesli tak, to zaproponuj
baze¢ W i oblicz dim(W).

Zadanie 4. Wykazaé ze nastepujacy uktad wektoréw jest liniowo zalezny, ale kazda wybrana
czworka wektorow jest liniowo niezalezna:

V1 = Vg = V3 = Vg4 = Vs
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Zadanie 5. Okreél wymiar i znajdz bazy podprzestrzeni w R® zadanych przez uklady réwnan:

1+ 229+ 23+ 204 + 25 =0,
1 + 2x9 + 223 + 224 + x5 = 0,
a) T+ 2w9 + x5 + 274 + 75 = 0,
211 — x3 4+ 225 = 0,

4x1 + 4x9 4+ 323 4+ 424 4 425 = 0.

r1 + 229 + 3x3 + 44 + S5 = 0,

221 + 3x9 + 4x3 + dxy + 125 = 0,
b) < 3z, + 4xy + 5xs + 1oy + 225 = 0,
4x1 4 dxo + lag + 224 + 325 = 0,
911 + lag + 223 + 324 + 425 = 0,

r1+ 229+ 23+ 224 + 25 =0,

201 + 19 + 223 + x4 + 225 = 0,
¢) $3x1 + 9+ 3w3+ x4 + 375 =0,
T1 + 229 + 323 + 224 + 125 = 0,

1'1—.1'2—|—£L’3—$4—.’L'5:0,




Zadanie 6. Rozwigza¢ uktad rownan

—Adr+2y+z=1
a) {2x—y+2z2=2 :
r+2y—4z=1

—Hr+2y+z2=1
b) $20 —2y+22=2
r+2y—52=1

r+2y+z2=1
c) 2% +4y+22=2
rT+2y+2=1

Zadanie 7. Rozwigzaé¢ uktad rownan w zaleznosci od wartosci parametru a:

r+y+az=1
a) Sx+ay+z2=2
r+y+taz=1

(B3a—1)x+2ay+ (Ba+1)z=1
b) < 2ax —2ay(3a+ 1)z =a
(a+ 1Dz + (a+ 1Dy + (2a+ 2)z = a?

Zadanie 8. Znalez¢ ker(A) i im(A) dla odwzorowania A : R® — R® zadanego w bazie stan-
dardowej przez macierz

221 21
11121
A=|122 21
12111
1 21 2 2

Zadanie 9. Endomorfizm F' € End(R,[N]), gdzie R,[N] := {w € R[N] | degw < n}U{0} dany
jest wzorem (Fw)(t) = (t+ 1)w'(t). Znalez¢ macierz F' w bazie uporzadkowanej (1,¢, 2, ..., t")
oraz znalez¢ ker(F') i im(F).

Zadanie 10. Czy przeksztalcenie ¢ : R? — R?,

¥ iz = 4x1 + 225 + 623

= <(:L’1+2)2—a:1—x3—4>

jest przeksztalceniem liniowym? Jesli tak, to napisa¢ macierz tego przeksztatcenia w bazie
kanoniczne;j.

Zadanie 11. Znalez¢é wzér na przeksztalcenie liniowe ¢ : R*? — R? zadane nastepujacymi
warunkami



Zadanie 12. Niech

113 1 -1 2 011
A=1221]|, B=|-2 1 2|, Cc=1|101],
321 1 0 -1 111

Obliczy¢: Tr ABC, Tr ACB oraz wyznaczniki macierzy A, B, C, AB, ABC.
Zadanie 13. Udowodnij ze, jesli n > 1, to nie istnieje homomorfizm pierscieni z M, (C) w C.

Zadanie 14. Pierscieniem Cuntz’a R, nazywamy pierécien zawierajacy elementy rq,--- ,7p,,
S1,-++ , 8y takie ze Y1 1rs; =1loraz Vi,j € {1,---,n}: s;r; = d;;. Udowodnij ze moduty R}
i R, sa izomorficzne.

Zadanie 15. Rozpatrzmy R" jako lewy M, (R)-modut. Udowdnij ze kazda M,,(R)-liniowa sur-
jekcja f: M — R™ rozszczepia sie.

Zadanie 16. Niech 0 — V| — ... — V,;, — 0 bedzie ciggiem doktadnym skonczeniewy-
miarowych przestrzeni wektorowych. Udowodnij ze 7 ;(—1)*dim V; = 0.



