Algebra z geometrig 11 2012/2013

Zadania domowe (Seria D)

Zadanie 1. Niech b: R? x R* — R bedzie formg biliniowa ktérej macierz w bazie standardowej
to

1 -1 0
B=|2 0 -2 | € M(R).
3 4 5
Sprawdz ze odwzorowanie
—1 1 1
R? x R® 3 (x,y) — B(x,y) = b(x, Ay) € R, A= -3 -4 2 | € M;R),
1 -2 =3

jest forma dwuliniowa. Oblicz jej macierz w bazie standardowej.
Zadanie 2. Niech

1 -2 1

B=]12 03

1 2 5

bedzie macierza formy dwuliniowej b : R?* x R?* — R w bazie kanonicznej {e;, €5, e3}. Oblicz macierz
b w bazie {e1 + ez, e1 — €9, €3}.

Zadanie 3. Pokaz ze odwzorowanie M3(R) 5 A — det A € R jest forma kwadratowa. Podaj
macierz tej formy w bazie (Ey1, Eig, Ear, E9), gdzie elementy macierzowe dane sa wzorem (E;;)i =
0ix0j;. Znajdz baze diagonalizujaca te forme.

Zadanie 4. Znajdz baze diagonalizujaca forme¢ kwadratowa @) : V' — R dang wzorem

a) Q(x) = x129 + 4wow3 + 61371, V = R, b) Q(X) =det X, V = My(R).

Zadanie 5. Sprawdz ze odwzorowanie b: My(R) x My(R) — R dane wzorem
b(A, B) := Tr(A"B).
jest dwuliniowe. Zbadaj czy stowarzyszona z nim forma kwadratowa jest dodatnio okreslona.

Zadanie 6. W zaleznosci od parametru a € R, okresl sygnature nastepujacych form kwadratowych
na przestrzeni R?:

Qi(z) = -f% + ar1x2 + ;1:3 - :L‘%, Q2(r) = ax119 + iU%a Qs(x) = a(z129 + w223 + T321).

Zadanie 7. Udowodnij ze odwzorowanie || - || : M,(C) — R dane wzorem

JAl =>"" layl,

i=1j=1

gdzie a;; to element w pozycji (4, j) macierzy A, jest norma na M, (C).



Zadanie 8. Zbadaj ktore z nastepujacych odwzorowann C* x C* 3> (x,y) —— b(z,y) € C jest
iloczynem skalarnym na C3:

1) b(z,y) == T1y1 + 2T1Y2 — T1y3 + Tay1 + 3TaYo + 4 Toys + Tsy1 + T3ys + 2T3ys,
ii) b(z,y) = 2T1y1 + T1y2 — T1ys + Toy1 + TaYo — 2Toys — T3y1 — 2T3y2 + 6T3ys,
iii) b(x,y) := T1yh — T1y2 + T1ys — Tay1 + Tolo + Toyz + T3ys + Tayz + ST3ys.

Zadanie 9. Niech H € End(C") bedzie endomorfizmem hermitowskim wzgledem standardowego
iloczynu skalarnego. Pokaz ze U := e" jest endomorfizmem unitarnym.

Zadanie 10. Niech f : V — V bedzie endomorfizmem zespolonej przestrzeni wektorowej V' z
iloczynem skalarnym i baza ortonormalna. Wykaz ze

e ker f* = (Imf)*,
o Imf C (ker f*)*,
o dimcV < oo = (ker f*)+ =Imf.
Podaj przyktad endomorfizmu f : V — V dla ktérego (ker f*)+ # Imf.

Zadanie 11. Sprawdz ze macierz zespolona

4+ 3 43 —6 — 2t
N = 41 4-31 -2-06¢
64+2¢ —2—061 1

jest normalna.

i) Znajdz baze ortonormalna ztozona z wektoréw wtasnych N.
ii) Podaj rozktad N = H;y + iH,, gdzie H; i Hs sa hermitowskie.
iii) Znajdz wartosci wtasne H; i Ho.

Zadanie 12. Skonstruuj baz¢ ortonormalng podprzestrzeni (przestrzeni C* ze standardowym ilo-
czynem skalarnym) rozpinanej przez

L (172727_1)T7 (1717_573)Ta (372787_7>T7
i (1717_17_2)T7 (578a_2a_3)T7 (3,9, 378)Ta
o (2,1,3,—1)7T, (7,4,3,-3)T, (1,1,-6,0)7, (5,7,7,8)".

Zadanie 13. W przestrzeni C* ze standardowym iloczynem skalarnym odwzorowanie f € End(C*)
w bazie kanonicznej jest zadane macierza

0 —iv3 0 0
i3 0 =2 0

0 2 0 —iV3

0 0 W3 0

f=

Podaj rozktad spektralny f.

Zadanie 14. W przestrzeni C? ze standardowym iloczynem skalarnym odwzorowanie h € End(C3)
w bazie kanonicznej jest zadane macierza

1 1 1
H=| —1 1 1
1 —i 1

Podaj rozktad biegunowy h.



