Algebra z geometrig I1 (2012/13)

Kolokwium pisemne, 22 kwietnia 2013 r.

Instrukcje: Kazde zadanie jest za 10 punktéw. Praca nad rozwiazaniami musi by¢ absolutnie sa-
modzielna. Jakakolwiek forma komunikacji z kimkolwiek poza pilnujacymi kolokwium jest catkowicie
zakazana. Zabronione jest tez korzystanie z czegokolwiek poza przyborami do pisania i czystymi kart-
kami papieru formatu A4. Wszelkie oszustwa lub ich préoby skutkowaé beda usunigciem z kolokwium.
Rozwiazanie kazdego zadania musi znajdowac sie na osobnej kartce (lub niepustym zbiorze kartek)
formatu A4 oraz by¢ napisane chlujnie i czytelnie. W nagtéwku kazdego rozwiazania musza znajdowaé
sie dane wypetnione DRUKOWANYMI literami i liczbami w systemie dziesietnym wedtug schematu:
nr zadania, imie i nazwisko, nr indeksu, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia. Najmniejsze
nawet odstepstwo od tych instrukcji w ktérymkolwiek z zadan skutkowaé¢ bedzie utrata 1 punktu w
tym zadaniu.

Zadanie 1. Udowodnij ze zbiér wszystkich rozwiazan jakiegokolwiek ukltadu réwnan liniowych nad
Q nie moze by¢ 2013-elementowy (3 punkty). W zaleznosci od parametru p € Q, rozwiaz uktad réwnan
(7 punktéw)
-z + (1+py + (I+pz =
-px + (B+py + 2z = 1
x + 2y + B+pz =

Zadanie 2. Niech V bedzie przestrzenig wektorowa nad ciatem k, dim(V') € N\ {0}. Udowodnij ze,
jesli choé jeden z endomorfizméw f, g € Endg (V) jest bijekcja, to
SPeCpnd, (v)(f © g) = specgnq, (vy(9© f) (3 punkty).
Przypomnijmy ze przestrzen wtasna endomorfizmu f dla wartosci wlasnej A to
Vii= |J ker(f—Aid).
JEN\{0}

W zaleznosci od wartosci parametréw a,b € R, znajdz wartosci, wektory i przestrzenie wlasne endo-
morfizmu f € Endc(C?) ktérego macierz w bazie kanonicznej to

1
F = a
1

S = Q

0
0 (5 punktéw).
1

Dla jakich wartosci parametréw a, b endomorfizm f jest diagonizowalny (2 punkty)?

Zadanie 3. Podaj przyktad zespolonego szeregu potegowego f i niediagonalnej macierzy M € Ms(C)
takich ze nie istnieje f(M) (4 punkty). Oblicz e, gdzie

2 1 0
A=|1 3 -1 € M3(C) (6 punktow).
01 2

Zadanie 4. Niech f: M — N bedzie dowolnym surjektywnym odwzorowaniem liniowym. Udowod-
nij ze odwzorowanie transponowane f7: N* — M* jest injektywne (1 punkt). Niech V := Ry[x] bedzie
przestrzenia rzeczywistych funkcji wielomianowych nie posiadajacych stopnia wiekszego niz 2. Pokaz
ze funkcjonaly liniowe w® € V* (i = 0, 1, 2) okreslone wzorem

wi(v) = ' (i) — (i), velv,

tworza baze przestrzeni V* (4 punkty). Znajdz baze E przestrzeni V do ktorej {w!, w? w3} jest baza du-

alna (3 punkty). Oblicz macierz endomorfizmu f € End(V) danego wzorem (f(v))(x) = v'(x) + v(x)
w bazie E oraz macierz endomorfizmu transponowanego f7 € End(V*) w bazie {w!,w? w3} (2 punk-

ty).



