Algebra z geometrig I1 (2012/13)

Kolokwium prébne, 15 kwietnia 2013 r.

Instrukcje: Kazde zadanie jest za 10 punktéw. Praca nad rozwiazaniami musi by¢ absolutnie sa-
modzielna. Jakakolwiek forma komunikacji z kimkolwiek poza pilnujacymi kolokwium jest catkowicie
zakazana. Zabronione jest tez korzystanie z czegokolwiek poza przyborami do pisania i czystymi kart-
kami papieru formatu A4. Wszelkie oszustwa lub ich préby skutkowaé bedg usunieciem z kolokwium.
Rozwiazanie kazdego zadania musi znajdowaé sie na osobnej kartce (lub niepustym zbiorze kartek)
formatu A4 oraz by¢ napisane chlujnie i czytelnie. W nagléwku kazdego rozwigzania musza znajdowac
sie dane wypetnione DRUKOWANYMI literami i liczbami w systemie dziesietnym wedtug schematu:
nr zadania, imie i nazwisko, nr indeksu, nazwisko prowadzgcego ¢wiczenia. Najmniejsze
nawet odstepstwo od tych instrukcji w ktérymkolwiek z zadan skutkowa¢ bedzie utrata 1 punktu w
tym zadaniu.

Zadanie 1. (Odwracanie macierzy i rozwigzywanie ukladéw rownan liniowych.) Udowod-
nij ze uktad réwnan liniowych nad R nie moze mieé przeliczalnie nieskonczonej ilodci réznych rozwiazan
(3 punkty). W zaleznosci od parametru a € R, rozwiaz uklad réwnan (7 punktéw)

(a+2)z + y + 2z = o
(a=1z + (a—2)y + z = a-—2
3arx + (a—1)y + (a+2)z = 2a—-2

Zadanie 2. (Spektrum, wartosci i wektory wtasne.) Niech V bedzie przestrzenia wektorowa
nad cialem k, dim(V’) € N'\ {0}. Udowodnij ze kazdy element specgy,q, (vy(f) ma niezerowy wektor
wlasny (3 punkty). Niech V' := Ry|t] bedzie przestrzenia wektorowa rzeczywistych funkcji wielomiano-
wych nie posiadajacyh stopnie wiekszego niz 2, a A := End (V') rzeczywista algebra endomorfizméw V.
Zdefiniujmy

f:Vav— flv) eV, YoeV: (f(v)(t):=v(2—1).

i) Sprawdz ze f € End (V) (1 punkt).
ii) Oblicz wielomian charakterystyczny f i specy(f) (3 punkty).

iii) Pokaz ze endomorfizm f jest diagonalizowalny i przedstaw funkcje wielomianowa dana wzorem
w(t) = t? jako kombinacje wektoréw wiasnych f (3 punkty).

Zadanie 3. (Podprzestrzenie wlasne i szeregi potegowe endomorfizméw.) Niech k bedzie
niezerowym pierécieniem przemiennym. Udowodnij ze macierz F' € M, (k) jest diagonalizowalna wtedy
i tylko wtedy gdy k™ posiada baze zlozona z wektor6w wlasnych F' (2 punkty). Podaj przyklad macierzy
F € M5(Z) ktéra nie jest ani nilpotentna ani diagonalizowalna (2 punkty). Znajdz wszystkie wartosci
a € R dla ktérych spelniony jest warunek (6 punktéw)

0 -1 0 1 -1
explal 1 0 O -1 | = 1
0 0 1 0 0

Zadanie 4. (Przestrzenie i bazy dualne oraz odwzorowania transponowane.) Niech R
bedzie dowolnym pierscieniem. Udowodnij ze (Py R)* = [[y R (1 punkt). Niech

12 1 0
T := _; g _; f € Endg(R*) oraz V;:=ImT, V;:=kerT.
35 3 —1

Pokaz ze R* = Vi @ V, (4 punkty). W bazie kanonicznej oblicz macierz rzutu na V; wzdluz Vs
(5 punktéw).



