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Algebra z geometrig 11 2012/2013

Pytania na kolokwium ustne (Seria D)

1 VI 2013, KMMF

. Niech k bedzie przemiennym pierscieniem takim ze % € k. Udowodnij ze kazda forma biliniowa

na module nad takim pierscieniem da sie jednoznacznie przedstawié¢ jako suma formy biliniowe]
symetrycznej i antysymetryczne;j.

. Niech k bedzie przemiennym pierscieniem takim ze % € k. Udowodnij ze kazda forma kwadratowa

a na module M nad takim pierscieniem spelia warunek réwnolegtoboku:

Vm,n e M:a(m+n)+a(m—n)=2a(m)+ 2a(n).

Niech k bedzie przemiennym pierscieniem takim ze % € k, a M wolnym modutem nad k. Zdefiniuj
macierz formy kwadratowej o : M — k, i pokaz ze jest symetryczna.

. Wyjasnij roznice pomiedzy diagonalizacja macierzy formy kwadratowej a diagonalizacja macierzy

endomorfizmu. Pokaz ze macierz

(1 0) <@

jest diagonalizowalna jako macierz w bazie kanonicznej formy kwadratowej Q? — Q, ale nie jest
diagonalizowalna jako macierz w bazie kanonicznej endomorfizmu Q? — Q2.

Zdefiniuj sygnature formy kwadratowej o : R®™ — R oraz pokaz jaka musi by¢ sygnatura « jezeli
jest ona dodatnio okreslona, a jaka jezeli jest ona ujemnie okreslona.

Pokaz ze znak wyznacznika macierzy formy kwadratowej o : R™ — R nie zalezy od wyboru bazy.
Jaki musi on by¢ zeby a byta ujemnie okreslona?

Udowodnij ze norma pochodzaca od iloczynu skalarnego na zespolonej przestrzeni wektorowej V'
spetnia warunek réwnolegtoboku:

Va,y eV ilo+yl® +llz —ylI* = 2=l* + 2[lyll*.

Niech V' bedzie zespolona przestrzenia wektorowa wyposazona w iloczyn skalarny. Podaj przyktad
podprzestrzeni wektorowej W takiej ze W+ £ W,

Niech V' bedzie skonczeniewymiarowa zespolona przestrzenia wektorowa wyposazona w iloczyn
skalarny. Udowodnij ze kazda izometria V' jest unitarna.

Udowodnij ze wartosci wtasne endomorfizmu hermitowskiego sa zawsze rzeczywiste.

Niech (| ) bedzie dowolnym iloczynem skalarnym na zespolonej przestrzeni wektorowej C2. Udo-
wodnij istnienie bazy ortonormalnej wzgledem ( | ).

Niech V' bedzie zespolona przestrzenia wektorowa wyposazona w iloczyn skalarny. Udowodnij ze,
jezeli istnieje baza ortonormalna ztozona z wektoréw wtasnych endomorfizmu f € End(V), to f
jest endomorfizmem normalnym. Przy jakim dodatkowym zatozeniu o V' prawdziwa jest implikacja
przeciwna?

Niech V' bedzie skonczeniewymiarowa zespolona przestrzenia wektorowa wyposazona w iloczyn
skalarny, a p € End(V') rzutem ortogonalnym. Udowodnij ze V' = kerp @ im p oraz kerp L im p.

Niech V' bedzie skonczeniewymiarowa zespolona przestrzenia wektorowa wyposazona w iloczyn
skalarny, a f € End(V') dowolonym endomorfizmem. Udowodnij ze ker f = ker | f].



