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Operator Frobeniusa-Perrona

(X, B, T) - uktad dynamiczny.
v - miara niezmiennicza dla T, tj. v(T(A)) =v(A), A€ B.

u-miara o-skonczona, T - niesingularne, tj. po 71 <« u,

P:LYX B u)— LYX, B, u):
/ Pf(x)u(dx) :/ F(x)u(dx) AeEB, felLly(X B w.
A T-1(A)
Rownowaznie, dla f € LY(X, B, 1), g € L>®(X, B, 1)
[ PrOIgmdx) = [ FGO9(T0N(dx).

Gdy u=v to P = Pr.



Absolutnie ciagte miary niezmiennicze

(X,B,T,w), T - niesingularne,
P - operator Frobeniusa-Perrona

v - miara ma gestosc¢ f., gdy

v(A) =/Af*(x)u,(dx), A e B,

gdzie f. > 0, ||| = / fe(x)u(dx) = 1.
v - niezmiennicza < Pf. = f.
f. - gestosS¢ niezmiennicza

Wtedy
P(ff.) = . Prf, f € LY(X B V).



Odwzorowania kawatkami monotoniczne
T : [a, b] — [a, b]
istnieje podziata=ap < a1 < ... < a = b przedziatu |a, b]:
(i) Ty(a_,.a) Ma rozszerzenie klasy C' na [aj_1, aj],
(i) |[T"(x)| >0dla xe (aj_1,a;), i=1,..., /.

= [a, b], B= B(X), u - miara Lebesgue’a

Wted
- iy (TG (X))
(X> Z |7-,( (,)1( ))| T((a, 1a,))( )

gdzie Ty' = (Ti(a.a)) 7" -




Odwzorowanie r-adyczne

T(x)=rx (mod1), xe€[0,1), r >1 - liczba naturalna,

Y10 ' i ' Yio

05T 05+

0.0 u T u 0.0
0.0 0.5 1.0 0.0

= .
1 / X
Pf(x):—g f(—!—)
r= r r

Pl =1 — miara Lebesgue’a jest niezmiennicza

P="Pr



Odwzorowanie beta: T(x) =06x (mod 1), x € [0,1),

Y10 : : : y 1.5_A_




Odwzorowanie logistyczne: T(x) = 4x(1 — x), x € [0, 1],

Y10 : . : 5

05T

0.0 u I u 0 : T
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5




Skosne odwzorowania trojkatne: Ti(x) = a— 1 — a|x]|,
x € [—1,1], a€ (1,2]

Dla 1 <a<2 mamy T,(A) = A, gdzie A=[T2(0), T2(0)].
GestosSC niezmiennicza f; ma nosnik zawarty w A.
(
2+ 1)° _
(v2+1) , x €[-(vV2—-1)% (V2 -1),

x) = 4 = V2.
fa( ) \ \/5(\/§_|_ 1)2 e (\/5 - 1)2 \/5 B 1] gdy a \/§
\ 4 ’ ' ’ ’

05T

0.0 u T u
0.0 0.5 1.0




Transformacja Pomeau-Mannevile'a

)
xX(1+27x7) 0<x<
Ty(x) = <

e S

2x — 1 %<X
\

VA

05T

0.0 0.5 1.0

c1 < ny(X) < O, gdzie ¢c;,co > 0



Transformacja Gaussa: T(x) =1/x (mod 1), x € (0,1),

y 1.0 i i ' y 15 A_

10T

057

05T

0.0 T t 0.0 T T
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5

1

() = (x+1)In2

PHX) = i (x—l%k)2 f(x —Il— k)

k=1

@

X+ 1 1
Pri(x) :; (x+k)(x—|—k—|—1)f(x+k)'




Algebraiczne automorfizmy torusa
T(x,y)=02x4+y,x+y) (mod 1),

T jest odwracalne, miara Lebesgue’a jest niezmiennicza

Pf(x.y)=f(T1(x,y))




Odwzorowania " piekarskie’” [ ]

S [—1,1] x[-1,1] —» [-1,1] x [-1,1], B € (0, 1),
Sp(x,y) = (T(x),By + (1 —B)h(x))
gdzie T jest diadyczna na [—1, 1]

)
2x+1, xe|-—1,0], 1, x>0,
T(x) =< | ] h(x) = 4
\2X—1, x € (0,1], —1, x<O0.

\

S5 ma doktadnie jedna miare niezmiennicza vg taka, ze :
v([—1,x] x [-1,1]) =x+ 1 dla x € [-1, 1],

v nie jest absolutnie ciagta dla B € (0, 1);

v1 jest unormowana miara Lebesgue’a na [—1, 1]°;
2

vp jest absolutnie ciagta dla p.w. B € (3,1), nie jest np. dla
-1+ 5
B=—)




Twierdzenie ergodyczne Birkhoffa
(X,B,T,v) - uktad dynamiczny z miara niezmiennicza

Wdéwczas dla f € LY(X, B, v)

| 1 n—1 )
lim — kz:% foTK=E,(f|Z), v—p.w.

gdzie 7 jest o-ciatem zbiorow prawie niezmieniczych.

E,(-|Z) - warunkowa wartosC oczekiwana, tj. gdy
fell(X B,v)to E,(f|T) € LY(X,Z,v) oraz

/Eu(f|I)(X)1/(dX):/f(x)l/(dx), AecT.
A

A

Gdy T jest ergodyczne, tj. zbiory niezmiennicze sa trywialne:
V(A) =0 lub v( X\ A) =0, to E,(f|Z) = f f(x)v(dx).



Przyktad 1. T :[0,1] — [0, 1]

2X, X € O%)
T(x)=9 2x—32, x€[5.2) |
3
\2X—1, Xéz,l]

0.0

0.0 1.0

v - miara Lebesgue’a

T- nie jest ergodyczne: T-1([0,3]) = 1[0, 2] i T-Y([5,1]) = [2, 1]



Przyktad 2. f(x) = 1a(x), A=[3,1)

n—1
N A(T(0)) = v(A) = <
=0

y

NI~ N N
‘5
w

\

punkt poczatkowy: xp = T — 3;

T — diadyczna
T — Guass

T — logistyczna

wykres (n, £ 3770 f(T'(x0))), 20 < n < 1000,

0.6 0.6

!

0.0 0.0

‘A. TN N e

0.4 W N

0.2+ 0.2

[

1
0 1,000

1
1,000

0.6

0.4

0.2

p

0.0

1
1,000



Przyktad 3. Utamki tancuchowe

T(x)=1/x (mod1), x€ (0,1), x = [1] jT(X)
. 1
a1(x) + ! ;
ax(x) +
az(x) + —

gdzie a;(x) = Ll(] cai(x) = a(T'1(x)), i >2

1

/(k+1) 1+ X k(k ) :>/ a1 (x)v(dx) =



lim — Z a1(T'(x)) =

n—1
lim = Z log a1(T'(x)) = H ko9 (1+7) ~ 2685452

n—,oo N 1

~ 1.865691
2




Przyktad 4. Twierdzenie Borela o liczbach normalnych

Rozwiniecie dwgjkowe x € [0, 1)

X = Z d/2(j<)’ di(x) € {0, 1}.
i=1

1< 1 .
{x - Jim =~ z; di(x) = 2} — zbiér liczb normalnych.
| =

T(x)=2x (mod 1), A= [% 1), f(x) = 1a(x) = di1(x),

di(x) = di(T'"1(x)), i > 1.

Twierdzenie Birkhoffa = Mocne Prawo Wielkich Liczb
(2, F,P) = (X,B(X),v) jest przestrzenia probabilistyczna,

zmienne losowe d; : {2 — R sa niezalezne o tym samym
rozktadzie: P(d; =0) =P(d; = 1) = 3, E(d;) = 2.



Centralne Twierdzenie Graniczne

Zmienne losowe d; maja wariancje o2 = [ (d;(x) — —) dx = %

" dioTiml - 1p
im P i1 2_ < g / e 57 dt
N—00 Vvn \/27ra
)
27 1d OTI 1 §n 1 d 2
sup |IP — <al| — / e 202dt| — 0
a€R ( vn V21o? J -
)
S hoT!

I oN(0, 1),

Vv n
gdzie h=d; — E(dy) i E(h?) = o2



Jak w Przyktadzie 2:
f(x) =1a(x), A= [% 1), h=1f— [ f(x)v(dx)

S ho T

b
> N(0,1), —= —0>0
bn

NG

Porownanie wykresow gestosci takich zmiennych z gestoscia
rozktadu N(O, 1) (kolor czerwony), gdy:

T - diadyczna T - Gaussa T - logistyczna




CTG dla odwzorowan ergodycznych

n—1

n—1 2
ba=11> hoT'|5= / (Z h(T"(x))) v(dx)
=0

=0

n—1
= n/hz(X)l/(dX) - QZ(n — 1) / h(x)h(T'(x))v(dx)
=1

n—1
— n/hZ(X)I/(dX) -+ ZZ(n — 1) /P%h(x)h(x)l/(dx)
=1

Twierdzenie 1. Niech (X,B,T,v) bedzie ergodycznym
uktadem dynamicznym. Jesli h € L?(X, B, v) spetnia Prh = 0,
to
S hoT!
VN

> ||hl[2N(0, 1).



Pr(foT)=f i (Prf)oT =E(f|IT Y(B)) dlaf e LYX,B,v)

Twierdzenie o0 zamianie zmiennych:

/ (foT)(x)v(dx) = / f(x) (l/OT_l)(dX).
T-1(A)

A

Definicja operatora Pr:

/Prf(x)u(dx) :/ f(x)v(dx).
A T-1(A)



Pr(foT)=f i (Prf)oT =E(fIT " Y(B)) dlaf e LY(X, B,v)
Twierdzenie o0 zamianie zmiennych:
/ (foT)(x)v(dx) = / f(x) (l/OT_l)(dX).
T-1(A) A
Definicja operatora Pr:

/Prf(x)u(dx) :/ f(x)v(dx).
A T-1(A)

BeTY(B)=— B=T"1A) dla pewnego A c B

/ ((Prf) o T) (xX)v(dx) = / ((7777‘) o T) (xX)v(dx) =
B T

~1(A)

[Pricovan = [ oy FOO(0) = [ Few(ax)

B



Roznice martyngatowe
(2, F,P) - przestrzen probabilistyczna
{FninCni:1<i<nn=>1}

1. Fpi1 CF,i CF -o-cCciata, 1 > 1,n>1,

2. (ni - Fni-mierzalne, E((,) =0, E( ;) < oo,

3. IEj’(Cn,iL;’:n,i—l) =0,1<:1<n, n>1.



Roznice martyngatowe
(2, F,P) - przestrzen probabilistyczna
{FninCni:1<i<nn=>1}

1. Fpi1 CF,i CF -o-cCciata, 1 > 1,n>1,

2. (ni - Fni-mierzalne, E((,) =0, E( ;) < oo,

3. IEj’(Cn,iL;’:n,i—l) =0,1<:1<n,nz>1.

Jesli Prh =0 to

. 1 '
(T(B). hoT" 1< i<nn>1)
n

jest rodzina roznic martyngatowych.

E(hoT™[(T"™1)X(B)) = (Pro-in (hoT""))oT " = (Prh)oT""*1



CTG | , Theorem 35.12]

Niech {F, . Cni} bedzie rodzina roznic martyngatowych. Jesli

(a) ) E(Ci|Fnic1) —=F 0%,
i=1

n
(b) Y E(Ch e, >ep) — O dla kazdego e > 0,
=

to

ZCH’/ —)d O'/\/(O, 1).
i=1



Dowdd Twierdzenia 1: F,; =T "(B), {,; = %h o Th—i

n | " |
(a) ZE(C%,i‘fn,i—l) = Z(PThZ) o T =
= i=1

n—1
iz (73Th2 oT oT' —>/ (PTh2)OT)(X)dV(X) _ HhH2
1=0

(b) ZE(C”'1{|C”'|>€}) B Z/hoTﬂ '|>s\f} Tn_i)(X)l/(dX) -

—Z / (1 0 T™ ) (x)u(dx) =
- ”+’({|h|>8\/_})

1 n
- Z/ hQ(X)l/(dX) = / hQ(X)u(dx) — 0
n <= J{lh|>ev/n} {|h|>ey/A}



Uwaga. Jesli opuscimy zatozenie ergodyCcznosci w
Twierdzeniu 1, to

ST hoT!
VN
Przyktad 5. T :[0,1) — [0, 1)

9 \/E,(h2|T)N(0, 1).

( A1
2X, X & O,Z)
T(x)=19 2x—32, x€[z,2) .
| 2x—1, x€ 2,1).

r={0.0).[;.1).01.0} .

0.0 1.0

Operator Frobeniusa-Perrona
1 1

1 1 1 1

1 1



‘ —
¢ 1 x € (0 —)
_ 1 7 | ’4
b xel0g) 1, xe [
hi(x) =14 —1, xel[i 3) ho(x) = 4 42
e -2, x€[5,3)
_ ’ L2 4/
1 xe 2, 1]. 3
\ 2, X & Z’l]

Mamy E,(h2|Z) = 1, E,(K|T) = h2.

n—1

1 .
% E h]_OTI —>d N(O,l)
=0

1 n—1 '
> o T =9 \[EL(RIT)N(O, 1)
s



Gestos¢ zmiennej losowej \/E(hg\I)N(O, 1) jest réwna




Mieszanie

T jest mieszajace, gdy

nIi_)mOO vIANT "(B)) =v(A)v(B) dla A, BeB.
i)
lim /f(x)g(T”(X))l/(dX) :/f(x)l/(dx)/g(x)u(dx)

n—oo

n|i_>m00/77$—f(X)g(X)l/(dX) :/f(x)l/(dx)/g(x)l/(dx)

dla f € LY(X,B,v), g € L=(X, B, v).



SzybkosSC mieszania

[ FCa(Tm0wdn) — [ fav [ gdu] < 1)l gl
e OSzacowania w normie BV: /(n) = C6"
L1 - funkcje o ograniczonej wariacji, £, = L1

e tzw. 'coupling method’: | ,

L1 - funkcje holderowskie, L, = L

e metryki Birkhoffa: | ]

Uwaga.
[|PF7hllL < I(n)|lhllz,

1Al < All2 < ||Al|so

1/2
|PLA|2 < ||hl1X2)|PLA)|Y



Twierdzenie 2 (| 1). Niech (X,B,T,v)
bedzie uktadem dynamicznym. Jesli h € L?(X, B,v) spetnia

o0 n
_3 k
3| Y PEh|| < oo (1)
n=1 k=1
to istnieje h € L2(X, B, v) takie, ze

1 n—1 ~ _ ,
Prh=0 i — N (h—h)oT! =t 0.
ﬁ%

Uwaga.

— || P2A|2
— (1
n; R <o (1)

n
sggl\ZP?th <00 <= Jj 2 h— h=foT —f, Prh=0.
=2 k=1



Przyktad 6.

(

y(1427y7) 0<

y
Ty(y) = < 1
2y — 1 5 <y <

\

Jesli h jest holderowska na [0, 1] to |[P7h||1 < cnl=s

fy-
Th
||P§7—hH2§C1\/I717_%:> ||PT ||2 SCln_%
Vv n

e gdy «v € (0, 3) to zachodzi (1)

o jesli v = % to klasyczne normowanie moze nie wystarczycC
np. gdy h jest holderowskie, h(0) #£ 0 | ]

1 n—1

» hoT' —7aN(0,1).
v nlogn —




Idea dowodu Twierdzenia 2: |
, ]

Dla € > 0 definiujemy
= P 'h
G_Z(1+€)k o Z(1+€)n+1
he = fe — (Prfe)oT, Prhe =0,
h=(1+e)fe — Prfc = he + efc + UrPrfc — Prfe
|he — hs||3 < (e + &) (JIfell3 + [I%3]13), €,6 > 0,
(1) = Ve|lfellp > 0= h. =L h

Dlae,=2", =1 < n<2n p>1

| > fg(h—h) o TH||
NG

< lhe, — hll2 + 6/€n|Ife, |2



A co gdy:

Prh=0 i hel}X Bv), ale hdL*X B, v)



A co gdy:

Prh=0 i hel}X Bv), ale hdL*X B, v)

Jesli he LP(X,B,v) dla pe[l1,2), to

ST hoT!
nl/p

>0 v —p.W.

Moze wystapi€ zbieznoSC do rozktadow a-stabilnych:



a-Sstabilne zmienne losowe

Na, @ € (0,2), ma funkcje charakterystyczna

y

exp(iBa — 04|0|*(1 — iBsign(@) tan(ma/2))), o # 1,
exp(ifa — 0o|0|(1 + iB(2/m)sign(6) In(H)), a=1.

Ee'fMe —

\

=0, a=0
N(O,1)
a=1.5
rozktad
Cauchy’ego
a=0.5b




Przyktad 7. Odwzorowanie trojkatne

T(x)=1-2|x

, x € [—1,1], fi(x) = %1[—1,1](X)

Prh(x) = %h (X;1> +;h<1;X>.

h(x) = —h(—x), x € [-1,1] = Prh=0.

Niech h(x) =x7, x > 0 i h(—x) = —h(x):

n—1

1 .
2y+1>0=—= —Y hoT/ —¢

1
SN D)

n—1 1

ZhOTJ _>d T’a, o= ——.
j=0 v

2y +1 <0 =

nl/a
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