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ESTYMACJA FRAKCJI

W populacji sktadajacej sie z N elementéw jest nieznana liczba M
elementéw wyréznionych

W statystycznej kontroli jakosci: oszacowanie wadliwosci (frakgji
sztuk wadliwych) w partii produktéw lub w procesie produkcyjnym

Medycyna, np., szacowanie frakcji tych pacjentéw z udarem
mozgu, u ktérych wczesdniej wystapit okreslony zespdt symptomow
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Problem. Zmienna losowa X ma rozktad Bernoulliego
z nieznanym prawdopodobienstwem sukcesu 6 :

Pg{XZl}ZHZl—Pg{XZO}, 0<f<1

X1, X2, ..., Xp — préba losowa, S,=37_; X; — minimalna zupetna
statystyka dostateczna

Obserwacja: S,

Interesuje nas ESTYMACJA PRZEDZIAYOWA parametru 6
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DEFINICJA. Losowy przedziat

nazywamy
przedziatem ufnosci dla parametru 6 na poziomie ufnosci
jezeli

Pe{0(S,) <0 <0(S,)} >~ dlakazdego 6 € (0,1)
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OGOLNA KONSTRUKCJA PRZEDZIAtU UFNOSCI
w modelach parametrycznych

Obserwacja X ma rozktad z parametrem 6
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P@{X c 59} >y
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Ogodlna konstrukcja przedziatu ufnosci
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X D ={(x,0):x € Sy,0 € O}

| e
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X T,=1{0:2¢€ Sy}

i o

Ogolna konstrukcja przedziatu ufnosci
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Mamy z tej konstrukgji

feT, <= xe&

Zatem dla kazdego 0 € ©:

P9{9 c Tx} = PQ{X S 59} > Y
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Przyktad: rozktad jednostajny U(0, 6)
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10.262
0 I I I I

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0

Konstrukcja przedzialu ufnosci dla frakceji (n = 10,y = 0.95)
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10.262
0 I I I I

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0

Konstrukcja przedzialu ufnosci dla frakeji (n = 10,y = 0.95)
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k
Sl )¢a-0)"7=B(n—kk+1;1-6), k=0,1,...,n

n
j=o \J
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Rozk#tad beta
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Rozk#tad beta
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B (Spn—S,+ 1, 1_77) B(Sy+ 1.0 S, ”T”)
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(B‘1<Sn, n—S,+1: 1_77) B(Sy+ 1.0 S, 14;))

0.95

090+ -——-—-—-—-—-L -

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Prawdopodobienistwo pokrycia przedzialem Neymana (n = 20, v = 0.9)
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<8‘1<5,,, n—S,+1: 1_77) B(Sy+ 1.0 Sy ”;))

e Tablice rozktadu beta
k n . .

> (_)91(1—9)"—1 =B(n—k,k+1;1-6), k=0,1,...,n,
—o \J

j=0

e Tablice rozktadu dwumianowego
e Nomogramy przedziatéw ufnosci

e Nomogramy rozkfadu beta
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PRZEDZIALY ASYMPTOTYCZNE

(¥x) PQ{H }—>¢(x), n— oo (énzsn/n>
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PRZEDZIALY ASYMPTOTYCZNE

0, — 0 A
(Vx) Pg{\/m<x}—>¢(x), n — 0o <0,,:S,,/n>

Dla "duzych”n zmienna losowa (0, —0)/\/0(1—0)/n ma
W PRZYBLIZENIU rozkfad normalny N(0,1)
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PRZEDZIALY ASYMPTOTYCZNE

0, — 0 A
(Vx) Pg{mgx}—wb(x), n — 0o <0,,:Sn/n>

Dla "duzych”n zmienna losowa (0, —0)/\/0(1—0)/n ma
W PRZYBLIZENIU rozkfad normalny N(0,1)

Inna szkota uznaje, ze (8, — 0)/1/0a(1 — 8,)/n ma asymptotyczny
rozktad normalny N(0,1)

(Vx) Pg{w<x}—>¢(x)./ n— oo
0,(1—6,)/n

XXXVIII Konferencja Zastosowari Matematyki 2009 PRZEDZIAt UFNOSCI DLA FRAKCJI



Oznaczenia

Zq
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0.95 ~I
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Typowe prawdopodobienstwo pokrycia przedzialem asymptotycznym
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"Udoskonalenia”:

N o(1—6) - 6(1 - 6)
(9 AR\ psy T2\ sy

gdzie

oraz

(a,b)(Sn) =

G — Sn+a(Sn)

n+ b(Sp)

(1/2, 5/4)7gdy Sp= 0,
(177/4)7gdy Sn= 1,
(3/4,7/4),gdy Sp=n—1,
(3/47 5/4)7gdy Sn=n,
(3/4,3/2), poza tym.
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" Udoskonalenia”

Stosowaé przedziat asymptotyczny Walda wtedy, gdy nb, > 5 oraz

A

n(l—46, >5
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Kfopot z przyblizeniem asymptotycznym

Woprawdzie

(Vx) Pe{g

ale
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DOKtADNE PRZEDZIALY UFNOSCI

W Excelu (polska wersja Microsoft Excel 2002) robi sie to na
przyktad tak:

wpisuje sie n do komérki Al, S, do komérki A2, v do komérki A3

i wtedy dolng granice przedziatu ufnosci otrzymuje sie za pomoca

formuty

ROZKLAD.BETA.ODW((1 — A3)/2; A2; A1 — A2 + 1)
oraz gbrna za pomoca formuty

ROZKLAD.BETA.ODW((1 + A3)/2; A2 + 1; Al — A2)
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DOKtADNE PRZEDZIALY UFNOSCI

W pakiecie Statistica obliczenia realizuje sie za pomoca
funkgji

VBeta((1 —v)/2,S5p,n — Sp + 1)

oraz

VBeta((1+7)/2,S,+1,n—S,)

odpowiednio dla dolnej i dla gbrnej granicy przedziatu ufnosci
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DOKtADNE PRZEDZIALY UFNOSCI

W pakiecie Mathematica dla dolnej i gérnej granicy mamy,
odpowiednio,

Quantile[BetaDistribution[S,, n — S, + 1], (1 —7)/2]

oraz

Quantile[BetaDistribution[S, + 1,n — Sp], (1+7)/2]
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DOKtADNE PRZEDZIALY UFNOSCI

W $rodowisku R mozemy to zrealizowaé za pomoca funkgji

gbeta((1 —~v)/2,5,,n— S, + 1)

oraz

gbeta((L++v)/2,5,+1,n—S,)
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Wszedzie tam, gdzie nie mamy bezposredniego dostepu
do kwantyli rozktadu beta,
mozemy korzystaé z kwantyli rozktadu F:

«

a+ BF1(28,2a; q)’

B Yo, B;q) =

F~1(283,2c; q) - kwantyl rzedu g rozktadu F z (2/3,2c) stopniami
swobody
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Jarostaw Bartoszewicz (1996): Wyktady ze statystyki
matematycznej. PWN

Dobiestaw Bobrowski, Krystyna Mackowiak-tybacka (2006):
Wybrane metody wnioskowania statystycznego. Wydawnictwo
Politechniki Poznanskiej
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