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WYNIKI OBSERWACJI

Xla X27 SRR Xn
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WYNIKI OBSERWACJI

Xla X27 SRR Xn

Model statystyczny: Xj=pu+¢;, i=1,2,...,n
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UZASADNIENIE

érednia X minimalizuje wzgledem p funkcje > (Xi — 1)?
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ROZKtAD NORMALNY N(u,o?)
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Funkcja charakterystyczna rozktadu normalnego N(u, o):
. 1 5.0
ox(t) = explint — 50*%)

Funkcja charakterystyczna $redniej X = > Xi/

2
ox(t) = explipt - ;("n) £}
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Funkcja charakterystyczna rozktadu normalnego N(u, o):
. 1 5.0
ox(t) = explint — 50*%)

Funkcja charakterystyczna $redniej X = > Xi/

2
ox(t) = explipt - ;("n) £}

Inne rozktady?
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Rozktady o troche ttusciejszych ogonach:
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TLUSTE OGONY
- rozmiar finansowej odpowiedzialnosci ubezpieczyciela

w zwigzku z wypadkami losowymi jego klientdéw przy ubezpieczeniu
OC, AC oraz od wypadkéw przy pracy
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- pojemnos¢ zt6z ropy naftowe]

- rozmiary osiedli ludzkich
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TLUSTE OGONY

- rozmiar finansowej odpowiedzialnosci ubezpieczyciela

w zwigzku z wypadkami losowymi jego klientdéw przy ubezpieczeniu
OC, AC oraz od wypadkéw przy pracy

- wielko$¢ plikdéw przesytanych w internecie

- pojemnos¢ zt6z ropy naftowe]

- rozmiary osiedli ludzkich

- tzw. zwroty w operacjach gietdowych
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ROZKtAD CAUCHY'EGO (Lorenza, Breita-Wignera) Ca(u, \)

1 A 1 1 —
G(y) -

=, = — 4 —arct,
g(y) Ty i) —arctg

2
Funkcja charakterystyczna:

Py (t) = exp{ipt — |At[}
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ROZKtAD CAUCHY'EGO (Lorenza, Breita-Wignera) Ca(u, \)

1 A 11 -
SV I T Gy) = =t

—— , = — + —arct
g(y) Ty i) —arctg

2
Funkcja charakterystyczna:

Py (t) = exp{ipt — |At[}

Funkcja charakterystyczna $redniej Y = 37, Y;/n:
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ROZKtAD CAUCHY'EGO (Lorenza, Breita-Wignera) Ca(u, \)

1 A 11 —
SV Gy) = =t

—— , = — + —arct
g(y) Ty i) —arctg

2
Funkcja charakterystyczna:

Py (t) = exp{ipt — |At[}

Funkcja charakterystyczna $redniej Y = 37, Y;/n:

Py (t) = exp{ipt — |At]}
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ROZKLAD CAUCHY'EGO

ROZKtAD SREDNIEJ ARYTMETYCZNEJ Z PROBY
JEST TAKI SAM JAK

ROZKtAD POJEDYNCZEJ OBSERWACII
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Ogodlniej:

SYMETRYCZNE ROZKtADY o-STABILNE

exp{ipt — [At["}
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Ogodlniej:

SYMETRYCZNE ROZKtADY a-STABILNE
exp{ipt — [At["}

.t ta " : a— «
(exp{:un—unw }) = explit — |/ At}

a=2 — rozktad normalny; «=1 — rozktad Cauchy’ego
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MEDIANA

Mediana M minimalizuje wzgledem 1 funkcje >°7 4 | Xi — pf
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MEDIANA

Préba: X1, Xo, ..., X

Statystyki pozycyjne:  Xi.n, Xoun, -.., Xpn
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MEDIANA

Whyniki obserwacji: X1, Xo, ..., Xont1
Mediana z préby:  Xny1:2n+1

(2n+1)!

o (FO = FO1) £

Ryszard Zieliniski X1l Migdzynarodowe Warsztaty dla Mtodych | O SREDNIEJ STATYSTYCZNEJ



1.6
1.4+
1.2+

0.8
0.6

0.4 n=>
0.2

|
|
|
1.0 || n=25
|
|
|

|

|

|

%
10 1 2 3 4 5
p=2

ski X1l Migdzynarodowe Warsztaty dla Mfodych | O SREDNIEJ STATYSTYCZNEJ




Mediana z préby X1, Xo, ..., X,

%(Xg;,, + X§+11">’ jezeli n jest parzyste,

X[m].n, jezeli n jest nieparzyste
£1y:
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Efektywnos¢ mediany w rozktadzie N(0, 1)

_ Var(X,)
(") = Var(m,)
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Efektywnos¢ mediany w rozktadzie N(0, 1)

_ Var(X,)
(") = Var(m,)

e(n)
1.000
1.000
0.743
0.838
0.697
0.776
0.679
0.743
0.669
0.723
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Efektywnos$¢ mediany w rozktadzie U(0, 1)
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Efektywnos$¢ mediany w rozktadzie U(0, 1)

e(n)
1.000
1.000
0.556
0.625
0.467
0.519
0.429
0.469
0.407
0.440

O© 0 ~NO 1 b WN |3
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Szacowanie ;1 w rozktadzie normalnym:

— o —
X+2— 1lub X+28§
N
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Szacowanie ;1 w rozktadzie normalnym:

— o —
X+2— 1lub X+28§
N

Szacowanie p w symetrycznym rozktadzie a-stabilnym (ogdlniej?):

Mediana z préby :|:| 777 |
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Mediana z préby parzystej jest najczesciej definiowana jako $rednia
arytmetyczna dwéch srodkowych obserwacji
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Mediana z préby parzystej jest najczesciej definiowana jako $rednia
arytmetyczna dwoch $rodkowych obserwacji

Ogdlniej: liniowy estymator kwantyla rzedu g (L-statystyka)

C1X1:n + C2X2:n +...+ Can:n
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Efektywne konstrukcje w modelach z parametrem potozenia
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Mediana z préby parzystej jest najczesciej definiowana jako $rednia
arytmetyczna dwoch $rodkowych obserwacji

Ogdlniej: liniowy estymator kwantyla rzedu g (L-statystyka)
C1X1:n + C2X2:n + ...+ Can:n

Efektywne konstrukcje w modelach z parametrem potozenia

Modele statystyczne z parametrem potozenia:

X =pu+e¢e, pnieznane, ¢~ F, F znane
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Mediana z préby parzystej jest najczesciej definiowana jako $rednia
arytmetyczna dwoch $rodkowych obserwacji

Ogdlniej: liniowy estymator kwantyla rzedu g (L-statystyka)
C1X1:n + C2X2:n + ...+ Can:n

Efektywne konstrukcje w modelach z parametrem potozenia

Modele statystyczne z parametrem potozenia:

X =pu+e¢e, pnieznane, ¢~ F, F znane

Estymacja kwantyla 7
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Mediana z préby parzystej jest najczesciej definiowana jako $rednia
arytmetyczna dwoch $rodkowych obserwacji

Ogdlniej: liniowy estymator kwantyla rzedu g (L-statystyka)
C1X1:n + C2X2:n + ...+ Can:n

Efektywne konstrukcje w modelach z parametrem potozenia

Modele statystyczne z parametrem potozenia:

X =pu+e¢e, pnieznane, ¢~ F, F znane

Estymacja kwantyla 7 Niesymetryczne F,
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Mediana z préby parzystej jest najczesciej definiowana jako $rednia
arytmetyczna dwoch $rodkowych obserwacji

Ogdlniej: liniowy estymator kwantyla rzedu g (L-statystyka)
C1X1:n + C2X2:n + ...+ Can:n

Efektywne konstrukcje w modelach z parametrem potozenia

Modele statystyczne z parametrem potozenia:

X =pu+e¢e, pnieznane, ¢~ F, F znane

Estymacja kwantyla ? Niesymetryczne F, VOR
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Liniowy estymator nieobcigzony o minimalnej wariancji:

C=M1R (RT/\rlR)_1 (F;(q)>

EFX1:n 1
R = R /V/,',j = COVF(Xi:ij:n)
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Liniowy estymator nieobcigzony o minimalnej wariancji:

C=M1R (RT/\rlR)_1 (F;(q)>

EFX1:n 1
R = R /V/,',j = COVF(Xi:ij:n)
EFXn:n 1

Minimalna wariancja:

— T —
Vari(q, n) = <F ;(q)> (RTMflR)il (F i(q)>
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Liniowy estymator nieobcigzony o minimalnej wariancji:

C=M1R (RT/\rlR)_1 (F;(q)>

EFX1:n 1

R = R /V/,',j = COVF(Xi:ij:n)
EFXn:n 1

Minimalna wariancja:

— T —
Vari(q, n) = <F ;(q)> (RTMflR)il <F i(q)>

Vari(q,n+ 1) < Vari(q, n) 77
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Przyktad:

Estymacja kwantyla rzedu g rozktadu normalnego:

(Varumvif(q,5),Vari(q,5)) =

0.2000, 0.2000 0.5
0.2599, 0.2607 0.75
_ |o4164, 04100) | 09
0.9131, 0.9215 0.99
1.4583, 1.4732 0.999
2.0225, 2.0440 0.9999
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Przyktad:
Estymacja mediany rozktadu Cauchy'ego:
C3X3:n + C4X4:n + ...+ Cn72an2:n

Liniowy estymator nieobcigzony o minimalnej wariancji:

_ -1 Tr-1p) * (0

C=M R(R M R) .
EFX3:n 1

R = e [N MIJ — COVF(Xi;n7)<j;n)
EFXn72:n 1
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BtAD OSZACOWANIA:

Szacowanie p w rozktadzie normalnym:

— o —
X+2— lub X +£2
NG u S
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BtAD OSZACOWANIA:

Szacowanie p w rozktadzie normalnym:

— o —
X+2— lub X +£2
NG u S

Szacowanie p w symetrycznym rozktadzie a-stabilnym (ogdlniej?):

Mediana z proby :|:| 77 |

Szacowanie y w modelu z parametrem pofozenia

L — statystyka =+ | 77 |
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"Duzy model nieparametryczny”:

rodzina F wszystkich rozktadéw o ciagtych i scisle rosnacych
dystrybuantach na prostej
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"Duzy model nieparametryczny”:
rodzina F wszystkich rozktadéw o ciagtych i scisle rosnacych
dystrybuantach na prostej

Mediana z préby pochodzacej z rozktadu F jako estymator
mediany m(F) tego rozktadu
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"Duzy model nieparametryczny”:
rodzina F wszystkich rozktadéw o ciagtych i scisle rosnacych
dystrybuantach na prostej

Mediana z préby pochodzacej z rozktadu F jako estymator
mediany m(F) tego rozktadu

Twierdzenie. Dla kazdego C > 0 istnieje taki rozktad F € F, ze

Xo.p+ Xoi1.0
'I\/Ied,: (22“> ~ m(F)

> > C
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"Duzy model nieparametryczny”:
rodzina F wszystkich rozktadéw o ciagtych i scisle rosnacych
dystrybuantach na prostej

Mediana z préby pochodzacej z rozktadu F jako estymator
mediany m(F) tego rozktadu

Twierdzenie. Dla kazdego C > 0 istnieje taki rozktad F € F, ze

Xﬂ:n+Xﬂ+1:n
Medy | 2202757} py s €

2

TWIERDZENIE JEST PRAWDZIWE DLA WSZYSTKICH
NIETRYWIALNYCH L-STATYSTYK !
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Duzy model nieparametryczny F

Rodzina wszystkich rozktadéw o ciagtych i écisle rosnacych dystrybuantach

Jezeli X ma rozktad F z rodziny F i jezeli g : R' — R jest
przeksztatceniem monotonicznym, to zmienna losowa g(X) tez ma
rozktad z rodziny F
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Duzy model nieparametryczny F

Rodzina wszystkich rozktadéw o ciagtych i écisle rosnacych dystrybuantach

Jezeli X ma rozktad F z rodziny F i jezeli g : R' — R jest
przeksztatceniem monotonicznym, to zmienna losowa g(X) tez ma
rozktad z rodziny F

Jezeli X ma rozktad F € F z mediana m(F) i jezeli g : Rt — R!

jest przeksztatceniem monotonicznym, to zmienna losowa g(X) ma
rozktad z mediang g(m(F)).
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Duzy model nieparametryczny F

Rodzina wszystkich rozktadéw o ciagtych i écisle rosnacych dystrybuantach

Jezeli X ma rozktad F z rodziny F i jezeli g : R' — R jest
przeksztatceniem monotonicznym, to zmienna losowa g(X) tez ma
rozktad z rodziny F

Jezeli X ma rozktad F € F z mediang m(F) i jezeli g : R* — R!
jest przeksztatceniem monotonicznym, to zmienna losowa g(X) ma
rozktad z mediang g(m(F)).

Jezeli X ma rozktad F € F z kwantylem x4(F) rzedu q i jezeli
g R! — R! jest przeksztatceniem monotonicznym, to zmienna
losowa g(X) rozktad z kwantylem rzedu g réwnym g(xq(F)).
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Postulat pod adresem estymatora mediany (kwantyla):

Jezeli T jest nieobcigzonym estymatorem mediany (kwantyla
rzedu q) zmiennej losowej X, to g(T) jest nieobcigzonym
estymatorem mediany (kwantyla rzedu q) zmiennej losowej g(X)
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Postulat pod adresem estymatora mediany (kwantyla):

Jezeli T jest nieobcigzonym estymatorem mediany (kwantyla
rzedu q) zmiennej losowej X, to g(T) jest nieobcigzonym
estymatorem mediany (kwantyla rzedu q) zmiennej losowej g(X)

Nieobcigzony 7
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Estymacja kwantyla x4(F) rzedu q rozktadu F.

Konstrukcja medianowo nieobcigzonego estymatora
o maksymalnej koncentracji:
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P{T < x}
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Definiujemy

ﬂ-k(q) = 'DF{Xk:n < Xq(F)} = zn: (7) qJ(l — q)nij

j=k

Wybieramy k takie, ze mx(q) > 3 > mi+1(q)

1_
Obliczamy A\t = —2 Tk+1(q)
Tk(q) — mi41(q)

Medianowo nieobcigzony estymator o maksymalnej koncentracji
ma postaé

T :XJ*:m P{J*:k}:)\z, P{J*:k—f‘l}:l—)\}i
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Estymacja mediany (g = 1/2)

Jj=k
l n=2m+1
1 27 - b
it (7) Y1 o1 2m
2 () =2m
Xm+1, n=2m-+1
Estymator =
L(0,0.51(R)Xm + L(0.5,1)(R)Xm41, n=2m
R~ U(0,1)
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BtAD OSZACOWANIA

Szacowanie 1 w rozktadzie normalnym:

X +2 lub X+28S

(2
n

NG
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BtAD OSZACOWANIA

Szacowanie 1 w rozktadzie normalnym:

— o —
X+2— lub X +£2
NG u S

Szacowanie p w symetrycznym rozktadzie a-stabilnym (ogdlniej?):

Mediana z proby :|:| 777 |

Szacowanie ;1 w modelu z parametrem potozenia:

L — statystyka =+ | 77 |

Szacowanie kwantyla w podstawowym modelu nieparametrycznym:

Nieobciazony estymator o maksymalnej koncentracjit | 777 |
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PODSUMOWANIE
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PODSUMOWANIE

e Rozktad normalny
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PODSUMOWANIE

e Rozktad normalny
e Symetryczne rozktady a-stabilne (rozktady symetryczne)
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PODSUMOWANIE

e Rozktad normalny
e Symetryczne rozktady a-stabilne (rozktady symetryczne)
e Modele statystyczne z parametrem potozenia:

X =pu+e, pnieznane, €~ F, F znane
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PODSUMOWANIE

e Rozktad normalny
e Symetryczne rozktady a-stabilne (rozktady symetryczne)
e Modele statystyczne z parametrem potozenia:

X =pu+e, pnieznane, €~ F, F znane

e Modele statystyczne z parametrami potozenia i skali, skala
nieznana
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PODSUMOWANIE

e Rozktad normalny
e Symetryczne rozktady a-stabilne (rozktady symetryczne)
e Modele statystyczne z parametrem potozenia:

X =pu+e, pnieznane, €~ F, F znane
e Modele statystyczne z parametrami potozenia i skali, skala
nieznana

e Model nieparametryczny: rodzina wszystkich rozktadéw, ktére
maja pierwszy (dwa pierwsze) momenty
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PODSUMOWANIE

e Rozktad normalny
e Symetryczne rozktady a-stabilne (rozktady symetryczne)
e Modele statystyczne z parametrem potozenia:

X =pu+e, pnieznane, €~ F, F znane
e Modele statystyczne z parametrami potozenia i skali, skala
nieznana

e Model nieparametryczny: rodzina wszystkich rozktadéw, ktére
maja pierwszy (dwa pierwsze) momenty

e Podstawowy model nieparametryczny: rodzina wszystkich
rozktadéw o ciaggtych i $cisle rosnacych (lokalnie) dystrybuantach
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PODSUMOWANIE

e Rozktad normalny
e Symetryczne rozktady a-stabilne (rozktady symetryczne)
e Modele statystyczne z parametrem potozenia:

X =pu+e, pnieznane, €~ F, F znane
e Modele statystyczne z parametrami potozenia i skali, skala
nieznana

e Model nieparametryczny: rodzina wszystkich rozktadéw, ktére
maja pierwszy (dwa pierwsze) momenty

e Podstawowy model nieparametryczny: rodzina wszystkich

rozktadéw o ciaggtych i $cisle rosnacych (lokalnie) dystrybuantach
Estymatory medianowo nieobciazone o maksymalnej koncentracji
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PODSUMOWANIE

e Rozktad normalny
e Symetryczne rozktady a-stabilne (rozktady symetryczne)
e Modele statystyczne z parametrem potozenia:

X =pu+e, pnieznane, €~ F, F znane

e Modele statystyczne z parametrami potozenia i skali, skala
nieznana

e Model nieparametryczny: rodzina wszystkich rozktadéw, ktére
maja pierwszy (dwa pierwsze) momenty

e Podstawowy model nieparametryczny: rodzina wszystkich

rozktadéw o ciaggtych i $cisle rosnacych (lokalnie) dystrybuantach

Estymatory medianowo nieobciazone o maksymalnej koncentracji
Teoria ENMW, MSE, MAD, ...
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PODSUMOWANIE

e Rozktad normalny
e Symetryczne rozktady a-stabilne (rozktady symetryczne)
e Modele statystyczne z parametrem potozenia:

X =pu+e, pnieznane, €~ F, F znane
e Modele statystyczne z parametrami potozenia i skali, skala
nieznana

e Model nieparametryczny: rodzina wszystkich rozktadéw, ktére
maja pierwszy (dwa pierwsze) momenty

e Podstawowy model nieparametryczny: rodzina wszystkich

rozktadéw o ciaggtych i $cisle rosnacych (lokalnie) dystrybuantach

Estymatory medianowo nieobciazone o maksymalnej koncentracji
Teoria ENMW, MSE, MAD, ...

BtAD OSZACOWANIA
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PODSUMOWANIE

e Rozktad normalny
e Symetryczne rozktady a-stabilne (rozktady symetryczne)
e Modele statystyczne z parametrem potozenia:

X =pu+e, pnieznane, €~ F, F znane
e Modele statystyczne z parametrami potozenia i skali, skala
nieznana

e Model nieparametryczny: rodzina wszystkich rozktadéw, ktére
maja pierwszy (dwa pierwsze) momenty

e Podstawowy model nieparametryczny: rodzina wszystkich

rozktadéw o ciaggtych i $cisle rosnacych (lokalnie) dystrybuantach

Estymatory medianowo nieobciazone o maksymalnej koncentracji
Teoria ENMW, MSE, MAD, ...

BtAD OSZACOWANIA
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