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DVORETZKY-KIEFER-WOLFOWITZ

(Ve > 0)(Vn)(VF € F)

Pp{sup |Fn(z) — F(z)| > e} < 2e7 2
z€R

Birnbaum (1952) - tablice i przyktad: We wish to approximate F'(z) empirically by
Fn(z) so that the error is everywhere less than .15, on the 90% probability level.
How large must be the sample N 7 To answer this question, we find by interpolation
in Table 1 that P{Dgs} > .900, so that N = 65 is sufficient.

Dvoretzky at al. (1956):

()  P{sup|Fn(z)—F(z)] > A} < C - exp(—2n)\?), C — stala uniwersalna,

Gaensler at al. (2006): ”C = 58 works; the smallest C' for which () holds is still

unknown”

Massart, P. (1990). The tight constant in the Dvoretzky—Kiefer—Wolfowitz
inequality. Annals of Probability, 18: 1269-1283

e=01, n=01 = n=150

e=0.01, n=001 = n=26492
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1. ESTYMATORY JADROWE




1. ESTYMATORY JADROWE (c.d.)

TWIERDZENIE NEGATYWNE (Zielinski 2007): Jezeli

— K jest dowolnym jadrem (zcalkowanym) takim, ze 0 < K(0) < 1
oraz K~1(t) < 0 dla pewnego t € (0, K(0))

— (hn,n=1,2,...) jest dowolnym ciagiem liczb dodatnich
to
istnieja takie € > 0 oraz n > 0,

ze dla kazdego n znajdzie sie rozklad F' € F taki, ze

Pp{sup [Fo(z)—F(z)| >} >n

DOWOD

Wystarczy udowodnic, ze

(32)(3n)(vn)(3F € F)  P{F,(0) > F(0) +¢} > n
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Dowodze, ze

(3e)(3n)(Vn)(3F € F) P{F,(0) > F(0)+¢} > 7

Ustalamy t € (0, K(0)), takie ze K~1(t) <0
Ustalamy ¢ € (0,t) oraz n € (t — ¢, 1).
Dla ustalonych e, n oraz n biore F' takie, ze

F(0)=t—cand F(—h,K~1(t)) > nl/".
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Wtedy

X
Pe{X; < —h,K7*(t)} >0/ cayli Pp{K (—h—3> >t} > pt/n

Poniewaz

to

cbdo
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1. ESTYMATORY JADROWE (c.d.)

TWIERDZENIE POZYTYWNE (Zielinski 2007)

(konstrukcja estymatora z losowa szeroko$cia okna)

X1,Xo,..., X, - proba z rozktadu F' € F
Xin < Xop < ... < X, - statystyka pozycyjna z tej proby

Hn = min{Xj:n — Xj—l:TU ] = 2,3, .o ,n}

Estymator jadrowy

=1
gdzie
0, fort<-—-1/2,
K(t) = {1, for t > 1/2,

K(0) =1/2, K(t) ciagte i niemalejace w (—1/2,1/2).
Wtedy

~ 1
Pp{sup |F,(z) — F(z)| > e} <2720V s — FeF
z€R 2e
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1. ESTYMATORY JADROWE (c.d.)

TWIERDZENIE POZYTYWNE dowod

Dla k oraz j = 1,2,...,n mamy

K<Xk:n - Xj:n> _

Hy,

( Xk::n_Xj:n

1 1
0, fi <——= X:\p>Xpnt+-H, & 1>k
, for T <3 jin > Ak +2 J>

_J1
= 5 fort=0

1 fOI‘j<k

Y

Zatem

~ 1 « X — X, k-1 1
(Xkn) n; H,, n 2n
P (Xioton) + — = Fo(Xpn) — —
— 4L'n k—1:n 27’L_ n k:n m
) ~ 1
Wiec, dla k =1,2,...,n, mamy |F,,(Xg.n) — Frn(Xgn)| = o
n
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1
on’

Estymator jadrowy ﬁn(:z:) jest ciagly i rosnacy, dystrybuanta empiryczna F),(x)

Dla k=1,2,...,n, mamy |Fn(Xpm) — Fp(Xpn)| =

~ 1
jest funkcja schodkowa, wiec |F,(z) — F,,(x)| < o dla wszystkich = € (—o0, 00).
n

Na mocy nieréwnosci trojkata

() = F(x)] < |Fu(e) = F(x)] + 5=

otrzymujemy

P{sup [Fu(@) — F(2)| = e} < P{sup |Fu(x) - F(a)| + — > ¢}
zeR z€R 2n

stad nieréwnos¢ DKW:

P{sup |F,(z) — F(z)| > ¢} < 26_27’(8_1/2")2, n> —

rz€R 2¢e

e=01, n=01 = n=150(F,) n=160(F,)

~

=001, n=001 = n=26492(F,) n=26592(F,)
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2. ESTYMATORY WIELOMIANOWE (na [0, 1])

Wielomiany podstawowe na [0, 1]:

Operator (Ciesielski 1988)

ThnF(z)= Z/o (m 4+ 1)N; m(y)dF (y) /Ow N; m(z)dz

T, przeksztalca dystrybuanty na [0, 1], ciagle lub nie, w dystrybuanty na [0, 1],
ktoére sg wielomianami stopnia m + 1

Estymatorem dystrybuanty I jest Iy, ,, = T, F),

0.8

0.6

0.4 -

0.2
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TWIERDZENIE NEGATYWNE:
(Je > 0)(dn > 0)(Ym)(Vn)(3F € F)

Pr{sup |Fpn(z)—F(x)|>e}>n
rzeR

DOWOD

7, definicji operatora T;,:

7=0
oraz I )
pt+a) [* 1 —1
Ix(p,q):—/ tP~H(1 — )1 " dt.
I'(p)T(a) Jo
Zapisuje estymator w postaci:
1 n m
Frn(x)=— b(e,m, X)) I,(:+1,m—1i+1).
CEFIMRLLESIELE

Udowodnie, ze dla wybranych e oraz 1, dla kazdego n oraz dla kazdego nieparzy-
stego m istnieje rozktad F' taki, ze

(#) PF{Fm,n(%) > F(%) te)>n
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Wystarcza do tego bardzo grube oszacowania.

1
WeZzmy dowolne ¢ € (0, E) oraz 1 € (g,1).

.. m —
Jezeli 1 <

1
ytoIjp(i+1,m —i+1) > 1/2, wiec

(m—1)/2

11 & —1
Fo () Z S b(i,m, X;) Qn;B(mT,m,Xj).

jl 1=0

-1
Poniewaz B(mT m, q) jest funkcja ciagla argumentu ¢, malejaca,

—1 1 1 1
B(mT, m, 5) =3 wiec dla danego € € (0, E) istnieje 6 > 0 takie, ze

m — 1 1
B— 4
( 5 m2—|-(5)>5

Niech F' bedzie dystrybuantg taka, ze

1 1
F(§) <e oraz F(§ +0) > nt/m.

Ostatnia nieréwnosé¢ oznacza, ze dla kazdego 7 =1,2,...,n,

1
PF{XJ < BY —f—(S} > 771/

wiec

Pr{B(———,m, X;) > 4e} > n*/
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Ale

wiec

a stad wynika (#), q.e.d.

A. Ograniczenie klasy F
B. Wykorzystanie operatora T}, do modyfikacji estymatora F,
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A. Ograniczenie klasy F

Fuyr - rodzina dystrybuant F' € F o absolutnie cigglych gestosciach f = F’,
spetniajacych warunek

/ 1 (@) Pda < M
0

Przyklad: jezeli f jest pdf N(0,02), to fol |f/(x)]?de = (4mot) 1

TWIERDZENIE

Dla danych € > 0, n > 0 oraz M istnieja m oraz n takie, ze

(\V/F € fM) PF{HFm,n _FHoo > 6} <

Liczby m oraz n mozna wyznaczy¢ efektywnie z wzorow:

2M
ml/4

nM?
< e oraz 2exp<—2 1 )<77
ml/2
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Dowdd (szkic)

Fom — F =TpFy — T F + T F — F =Ty (F, — F) + (T, F — F)

| Frn = F|| < | Tl - || Fn = FI| + ||[(Tin F = F)|]
<||F, = F||+ M -m~/4

M
Pr{[|Fmn = Fl| > e} < Pp{||Fn = Fl| + —77 > ¢}

m1/4
oM
m : W<E
M
Pp{l|Finn = Fll > e} < Pp{[|Fa = FI| > —7}
M2
S 2€Xp(—2nm)

nM?
n: 26Xp(—2m><n
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B. Wykorzystanie wielomianéw N; ,, () do modyfikacji estymatora Fj,

Wielomiany podstawowe na [0, 1]:

Nimla) =

m>ﬂu—xwh2 0<z<1l, i=0,1,....,m; m>1
1

Definiujemy

@mWJ%M)Z@m<b_a

), —o0<a<b< 4o

Definiujemy
XO:n — max{(), Xl:n - <X2:n - Xl:n)} — mam{oa 2)(1:?1 - X2:n}
Xn-l—l:n — mln{Xnn + (Xnn — Xn—l:n)a 1} - mzn{QXnn - Xn—l:na 1}

Konstruujemy estymator wielomianowy

( 0, for r < Xg.n,

1 1
(I)m7n(£1§'):< E(I)m(xv [Xi—l:naXi:n])+Fn(Xi—1:n)_%, f"OI' Xi—l:n Sx <X’i:n7
Z:l,Q,...,TL—I—l

1, for x > X,41:n-
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Wilasnosci estymatora @, ,,():

1. ®,,, () jest dystrybuanta na [Xo.,, Xp+1:n]

) 1
’ n  2n

3. ®pn(z) € C™(R)
4. D*®,, (X)) =0for k=1,2,...,mandi=1,2,...,n

1
5. sup |, n(x) — F(x)| < sup |Fp(x) — F(x)| + —
r€R z€R 2n

Nieréwnosé DKW

PF{Sup ’q)m’n(x) — F(SU))‘ > 5} < 26—2n(5—1/2n)2
z€ER

1
n>—, FelkF
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3. ESTYMATORY SPLAJNOWE

Definiujemy B jako

podstawowy symetryczny B-splajn stopnia r

(podstawowa symetryczna funkcja gieta stopnia r, a symmetric cardinal B-spline
of order r) z weztami {i + r/2,i € Z},

jezeli
BM(x) >0, x€ R,
supp B") = [—r/2,r/2],

B jest wielomianem stopnia r — 1 na kazdym przedziale
j—r/2,7+1—71/2],7=0,1,...,r—1,

B ¢ C"=2)(R) (dla 7 = 1 jest to lewostronnie ciagta funkcja schodkowa)

Definicja probabilistyczna:

B jest gestoscia rozkladu prawdopodobiehstwa sumy 7 niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozkladzie U(—1/2,1/2)
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WZéI‘ dla B(T) (.fC) = PU(—1/2,1/2) {Ul + ...+ Ur S .fC}:

B (z) = |

dla z < —r/2,

lagr/2 .
= 1) Z (—1)"(.> (z+5 - )"t dlaz > —r/2

dla z > r/2
B™)(z) = / B (t)dt

dla z < —r/2,

ot/ )
Z (—1)l<.>(ﬂc—|— 3~ i)', dlax>—r/2

dla x > r/2
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Dla danych » > 1, h > 0, ¢ € Z oznaczamy
Bf(er) (z) = B (E - Z)

Dla danych » > 1,1 < k < r, r — k = 2v, v — catkowite, 1 € Z oraz h > 0
definiujemy operator (Ciesielski 1988, 1991)

k v T
0 = 3 [ Bl ware) [ B

Ten operator przeprowadza m.in. dystrybuanty (ciagte lub skokowe) w dystry-
buanty, ktore sa splajnami stopnia r. Za estymator dystrybuanty, skonstruowany
na podstawie dystrybuanty empirycznej F),, przyjmujemy wartos¢ tego operatora
dla F,,.

Por: Wielomiany podstawowe na [0, 1]:

Ni,m(a;):(m>q;i(1—x)m—i, 0<zx<1, i=0,1,...,m; m>1
1

— — Y

= ;O/O (m + 1) Nim (y)dF (y) /Ox Nim(2)dz

Operator
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Estymator splajnowy dla wybranych » > 1, 1 < k < r:

SRS N C ) | EX R

€2 =1

Dla przypomnienia:

k v T
140w = 3 3 [ B wir) [ By

zEZ

Klasy dystrybuant, dla ktérych mozemy dla tego estymatora podac¢ nieréwnosé
typu DKW, konstruujemy w nastepujacy sposob.
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Definiujemy

wi(F,0) = sup sup |F(z+t) — F(z)
[t|]<éd =
oraz

wo(F,9) = sup sup|F(x+2t) —2F(z +1t) + F(x)|.

tj<s =

Niech w(h), h € R, bedzie modutem ciggtosci, tzn. funkcja ciagla, ograni-
czona, niemalejaca, w(0) = 0. Dla danego modutu ciggloéci w, zdefiniujmy dwie
Holderowskie klasy dystrybuant:

r—+k

HY ={F e F:w(F, h) < w(h)}

HYY) ={F e F: 24+ (r + k)})wa(F, h) < w(h)}

W kazdej z tych klas spelniona jest nieréwnos¢ DKW, tzn. dla kazdej z tych klas,
dla kazdego € > 0 oraz 1 > 0 mozna wyznaczy¢ takie h > 0 oraz N, ze jezelin > N,
to dla kazdej dystrybuanty F' € H gfir), lub odpowiednio dla kazdej dystrybuanty

Fenly

w,2

Pp{||Ty"" Py = Flleo > €} <7

Wystarczy wyznaczyé¢ h oraz N takie, ze

(%)
oraz 2exp|——— | <n.

w(h) < 5

28



