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Not everything that can be counted counts,
and

not everything that counts can be counted.

Albert Einstein

1. Wprowadzenie

Odkad komputery zbladzily pod strzechy, takze w statystyce mozna wigcej uwa-
gi przeznaczyC na myslenie niz na liczenie. Prezentowany wyktad nie jest jeszcze
jednym podrecznikiem statystyki matematycznej; jest juz ich dostatecznie du-
zo — w Literaturze sa wymienione te najnowsze i najtatwiej dostepne w jezyku
polskim. W naszym wyktadzie bedziemy méwili o sprawach, ktére w tych pod-
recznikach rzadko sa poruszane.

Gdy bedziemy méwili o konstrukgji testu do weryfikacji hipotezy statystycz-
nej, zasadnicza role bedziemy przypisywali hipotezie alternatywnej. Juz na po-
czatku wprowadzimy pojecie mocy testu statystycznego i pokazemy, jak rzut oka
na funkcje mocy pozwala wybraé, na przyktad, odpowiedni test Studenta (test
prawostronny, lewostronny lub dwustronny). Rozwazajac estymatory punktowe
natychmiast bedziemy podnosili kwesti¢ oceny ich doktadnosci; za odpowiednie
do tego narzedzie wybierzemy przedzialy wfnosci. Zeby nie zaciemniaé wyktadu
bardziej ztozonymi modelami statystycznymi, dla demonstracji najwazniejszych
idei statystyki matematycznej zajmiemy si¢ prostym i intuicyjnie dla kazdego
oczywistym statystycznym modelem pomiaru. Rozumiemy przez to nastepuja-
ca sytuacje. Mamy zmierzy¢ pewna nieznana wielkos¢ liczbowa u. Wykonujac
pomiar otrzymujemy wynik X, ktory r6zni si¢ od u o blad losowy ¢; mamy
wiec wynik X = u+ ¢ i na tej podstawie chcemy odpowiedzie¢ na rdzne pytania
dotyczace . Sytuacja jest bardzo ogdlna. W tym schemacie miesci si¢ zardwno
pomiar dtugosci lub cigzaru jakiegos fizycznego obiektu, jak tez przecigtny czas
zycia lub przecigtna cena danego papieru na gieldzie; wowczas ,,btad losowy” ¢
jest po prostu odchytka wielkosci indywidualnego obiektu od wielkosci przecigt-
nej (na przyktad sredniej lub mediany) dla catej populagji.

Rutynowe postepowanie polega na wielokrotnym powtdrzeniu pomiaru X
1 wnioskowaniu o nieznanym parametrze u na podstawie jakiegos usrednienia
otrzymanych wynikdéw pomiaréw. Liczbe powtdrzen pomiardw w catym wy-
ktadzie bedziemy oznaczali przez n, a poszczegdlne pomiary przez X;,...,X,,.
Mamy wigc obserwacje

Xj:y+5]», 1=1...,nm,
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gdzie e4,...,¢, jest ciagiem niezaleznych btedow losowych o takim samym roz-
ktadzie, powiedzmy o dystrybuancie F. Jezeli o rozkladzie F nic nie wiemy,
to oczywiscie na podstawie obserwacji Xj,...,X,, nic nie potrafimy powiedzie¢
o mierzonej wielkosci u. W odpowiednim miejscu powiemy o sytuacji, w ktérej
zwielokrotnianie liczby 7 pomiaréw nie ma sensu lub nawet moze psu¢ wyniki
wnioskowania.

W wyktadzie omawiamy cztery, coraz bardziej ogdlne modele statystyczne
pomiaru. W pierwszym z nich rozwazamy wnioskowanie o parametrze yu, gdy
wiadomo, ze btad losowy ¢ ma standardowy rozktad normalny o sredniej réw-
nej zeru i znanej wariancji ¢ (znanym odchyleniu standardowym o). Oznacza-
my ten rozktad przez N(0,0). Odchylenie standardowe o reprezentuje tu do-
ktadnos¢ pomiaru (rozrzut, rozproszenie wokot wartosci y, precyzje przyrza-
du pomiarowego). Jest to elementarna czes¢ wyktadu, raczej wszystkim znana,
ale bardzo istotna, bo wtasnie tu, na tym elementarnym technicznie poziomie,
wprowadzamy oznaczenia i pojecia, ktérymi bedziemy si¢ pdzniej intensywnie
postugiwac. Drugi model rézni si¢ tylko tym od pierwszego, ze odchylenie stan-
dardowe o nie jest znane i dla wnioskowania o wielkosci ¢ bedziemy najpierw
musieli oszacowac o na podstawie obserwacji Xj,...,X,,. Trzeci z rozwazanych
dalej modeli to model ze znanym rozkiadem F, juz niekoniecznie rozktadem
normalnym. Motywacja wynika ze wspdtczesnych zastosowan statystyki mate-
matycznej w finansach, ubezpieczeniach i ekologii; wystepuja tu rozklady, w kté-
rych prawdopodobienstwo pojawienia si¢ bardzo duzych obserwacji jest znacz-
nie wigksze niz jest to realnie mozliwe w modelach gaussowskich. Rozktady te
moga nie mieC wartosci oczekiwanej, a srednia arytmetyczna obserwacji moze
by¢ bardziej rozproszona wokot estymowanej wielkosci u niz pojedyncza obser-
wacja. W takich modelach postugiwanie si¢ standardowymi miarami, takimi jak
srednia i wariancja, nie znajduje zadnego uzasadnienia. Czwarty model to model
z nieznanym rozkladem F. W tym przypadku o rozktadzie F bedziemy zakfadali
tylko tyle, Ze jest to rozktad z ciagly i scisle rosnaca dystrybuanta.

To, co do tej pory méwilismy o rozktadzie prawdopodobienstwa, dotyczy
tylko rozktadu prawdopodobienstwa btedu losowego . Faktycznie interesuje
nas rozktad prawdopodobienistwa obserwacji X, a ten r6zni si¢ od rozkladu F
bledu ¢ , przesunieciem” u. Rozklad obserwacji X bedziemy oznaczali przez F,.
W rozwazanym modelu mamy F,(x) = F(x — ). Wielkosci u nie znamy —
wiasnie mamy j3 oszacowac. Wobec tego rozktad prawdopodobienstwa obserwa-
cji X takze nie jest znany. Jezeli interesuje nas jakies zdarzenie losowe zwiazane
z obserwacja X, na przyklad zdarzenie {X > 0} polegajace na tym, ze w wy-
niku pomiaru otrzymamy wartos¢ dodatnia, to na pytanie o prawdopodobien-
stwo tego zdarzenia nie ma jednoznacznej odpowiedzi, dopdki nie sprecyzujemy
wielkosci . Formalnie ujmujemy to zapisem P {X > 0}, pamietajac o tym,
ze w statystyce matematycznej nie ma jednego prawdopodobienistwa; w danym
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przypadku jest ich tyle, ile réznych wartosci u w naszym modelu bierzemy pod
uwage. Mowiac ogolnie, w statystyce matematycznej mamy cala rodzing praw-
dopodobienstw i trzeba zawsze wyjasni¢, z ktdrym (z ktérymi) z nich mamy
whasnie do czynienia. Stuzy temu dodatkowy indeks przy symbolu P lub, gdy
mdwimy o wartosciach oczekiwanych, przy symbolu E. Indeks staje si¢ niepo-
trzebny, gdy wiadomo, z jakim rozkladem mamy do czynienia. Na przyklad,
gdy méwimy o prawdopodobienstwie zdarzenia polegajacego na tym, ze zmien-
na losowa chi-kwadrat o v stopniach swobody (oznaczamy ja przez y?) nie prze-
kroczy x, napiszemy P{y? < x }, bo ta zmienna ma jednoznacznie okreslony
rozktad (patrz rozdz. 2.2.2).

Najwazniejszy w calym wykladzie jest rozdziat 2.1. Wprowadzamy w nim
i komentujemy wszystkie potrzebne pdzniej pojecia (estymator, przedziat uf-
nosci, test statystyczny, moc testu, poziom krytyczny testu). W istocie rzeczy
w dalszej czesci wyktadu powtarzamy rozumowania z tego rozdziatu dla coraz
bardziej ztozonych (i blizszych zyciu) modeli statystycznych.

W wyktadzie nie ma duzo rachunkow. Rozktad normalny, rozklad beta, nie-
centralny rozklad ¢ Studenta i in. traktujemy jak pojecia, dla ktorych w licznych
1 tatwo dostepnych pakietach komputerowych istnieja oprogramowania za po-
moca funkgji standardowych danego pakietu. Jezeli mowimy, na przyktad, ze
B(x; p,q) jest wartoscia dystrybuanty rozktadu beta o parametrach p,g w punk-
cie x, to zakladamy, ze Czytelnik w razie potrzeby potrafi dowiedzie¢ si¢ od
swojego komputera, ile to wynosti dla danych x, p,q.

Zaktadamy, ze Czytelnik zna podstawowe fakty z teorii prawdopodobien-
stwa 1 statystyki na poziomie przynajmniej jednej z ksiazek wymienionych
w Literaturze. Na przyklad w rozdz. 2.1.2 piszemy, bez zadnego dodatkowe-
go komentarza: ,poniewaz obserwacja X ma rozktad N(u,0), to srednia X,
jest zmienna losowa o rozktadzie normalnym N(u, 0/ /1), czyli y/n(X, — u)/o
jest zmienna losowa o rozkfadzie normalnym N(0, 1) 1 dla dowolnie wybranego
y €(0,1) mamy )

P AIWn(X, =)o S 24t =71
gdzie z,, jest kwantylem rzedu o rozktadu normalnego N(0,1)”. Zaktadamy, ze
zadne dodatkowe wyjasnianie nie jest potrzebne.
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2.1. Model pomiaru ze znana precyzja
2.1.1. Problem i oznaczenia

Rozwazamy ciag X;,...,X,, obserwacji postaci
X]-:y+5j, 1=1,...,nm, 2.1
gdzie u jest ustalona, nieznang liczba oraz ¢,...,¢,, jest ciagiem niezaleznych

zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie normalnym N(O,0). Dystry-
buante standardowego rozkladu normalnego N(0,1) oznaczamy przez @, jej
wartos¢ w punkcie x przez ®(x), i odpowiednio gestos¢ prawdopodobienstwa
przez ¢(x).

Zakladamy, ze odchylenie standardowe o (wariancja %) jest znane. Zadanie
polega na wnioskowaniu o wielkosci ¢ na podstawie pomiaréw X zaburzonych
bledem losowym ¢ ;. To wnioskowanie moze polega¢ na udzieleniu odpowie-
dzi na pytanie ,Ile wynosi u”, albo na pytanie ,,Czy prawda jest, ze u = uy”
dla danej liczby uy. W pierwszym przypadku méwimy o estymacgi, w drugim
o testowanin hipotez. Poniewaz pomiary s3 obciazone btedami losowymi, odpo-
wiedz, na przykfad, u = 7 na pierwsze pytanie moze budzi¢ zastrzezenia. Spo-
dziewamy si¢ raczej bardziej rzeczowej odpowiedzi, na przyktad © = 7 £0.1
albo u =720.01, sugerujac tym samym, ze odpowiedz punktowa jest obarczona
btedem statystycznym, rzedu 0.1 w pierwszym lub 0.01 w drugim przypadku.
Bardziej adekwatna dla naszego problemu jest raczej odpowiedz przedziatowa.
Nawet popularne media ucza nas takiego patrzenia na wyniki pomiarow 1 mé-
wia, na przyktad, ze ,Pan X ma poparcie 37% wyborcow z btedem statystycz-
nym 2%”.

2.1.2. Estymacja parametru u

Standardowe rozwiazanie polega na oszacowaniu parametru u przez wartost
srednig z obserwacji

_ 12
X,=— E X]-. 2.2)
n “
J=1
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Jak doktadne jest to oszacowanie? Oto standardowe rozumowanie: poniewaz ob-
serwacja X ma rozklad N(u, ), to Srednia X, jest zmienng losows o rozkladzie
normalnym N(u, o /4/n), czyli /n(X, — 1)/ o jest zmienna losowa o rozktadzie
normalnym N(0,1) i dla dowolnie wybranego y € (0,1) mamy

P/u{lﬁ()zn - [U)/O'l S Z(1+y)/2} =7

gdzie z, jest kwantylem rzedu o rozktadu normalnego N(0, 1). Mozemy to zapi-
sa w postaci

- o - o
P, {Xn R SpsX,+ Z(l+}/)/2ﬁ} =y

1 interpretowa¢ w nastepujacy sposob: z wybranym prawdopodobienstwem v,
losowy przedziat

- o - o
<Xn - Z(l+y)/2ﬁ’Xn + Z(1+y)/2ﬁ> (2.3)

zawiera nieznang, szacowang wartos¢ parametru Y-

W pakiecie R wartos¢ wspotezynnika 7 +9)2
oblicza si¢ za pomoca komendy grorm((1+y)/2)

Przedzial (2.3) nazywa si¢ dwustronnym przedziatem ufnosci na poziomie uf-
nosci y. Dhugos¢ przedziatu ufnosci, rowna 2z, /2%, charakteryzuje doktad-
nos¢ (btad) estymacji parametru y. Mozemy tym manipulowa¢ przez odpowied-
ni wybdr y lub/i 7 (jezeli mamy czas i pienigdze na wykonanie odpowiednio
duzej liczby pomiarow).

Analogicznie mozemy skonstruowac jednostronne przedzialy ufnosci na po-

ziomie ufnosci y:
<X +2z_ ,+oo> (2.4)
Y o7

00, X +z,— 2.5
(rokitn ) )
Zwrbcmy uwage na role licznosci 7 préby X, ..., X, 1 zauwazmy, ze wnio-
skowanie o parametrze u staje si¢ bardziej doktadne, gdy wielkos¢ 7 proby ro-
snie. Wtedy rozktad prawdopodobienstwa sredniej X, coraz bardziej koncentru-
je sie wokot interesujacej nas wartosci parametru; gestos¢ rozktadu prawdopodo-
bienstwa sredniej dla 4 =2, 0 = 1 oraz n = 1,4, 16 pokazano na rys. 2.1.

lub
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[ T
-1 0 1 2 3 4 5

Rysunek 2.1. Ggstoé¢ rozktadu éredniej X, z préby X,,..., X, pochodzacej z rozktadu normal-
nego N(2,1)

.e , . . - <7
Tyle o estymacji parametru u za pomoca Sredniej arytmetycznej X,,. Wpro-
wadzenie do rozwazan innych estymatorow rozpoczniemy od odpowiednich
oznaczen i definicji.

Uporzadkujmy obserwacje Xj,..., X, w ciag niemalejacy
X, X X,

Limde 2 mind

<...<X,.. 2.6)

n

Jest to ciag statystyk pozycyjnych. W tym ciagu X ., jest najmniejsza wartoscia
zaobserwowana w probie. Istnieje dla niej nieco wygodniejsze oznaczenie X,
podobnie jak dla najwiekszej wartosci X,,., oznaczenie X,,,, .. Jezeli 7 jest licz-

ba nieparzysta, to obserwacja X11,, jest srodkowa w tym sensie, ze zaréwno na
£,

lewo od niej, jak i na prawo od niej mamy w probie taka sama liczbe "T_l obser-
wacji. Nazywa si¢ ona mediang, czasami, dla unikniecia nieporozumien, mediang
z proby lub mediang probkowa; bedziemy ja oznaczali przez M,,.

Mediana M, zastepuje we wnioskowaniu $redniag X, tam, gdzie pojawiaja
si¢ podejrzenia, ze skrajne obserwacje sa obarczone jakimis duzymi btedami
1 ,lepiej jest nie brac ich pod uwage”. Mediane traktuje si¢ wtedy jako odpor-
ny estymator parametru u. Doktadnos¢ oszacowania parametru u za pomoca
mediany M, ocenia si¢, podobnie jak w przypadku estymatora X, za pomoca
przedziatéw ufnosci; odpowiednie wzory otrzymuje si¢ ze wzordw (2.3), (2.4)
oraz (2.5), zastepujac w nich X, przez M, oraz wspétczynniki z,/4/n wspdt-
czynnikami odpowiednimi dla rozktadu prawdopodobienstwa mediany M.
O tym, jak oblicza¢ te wspdtczynniki méwimy doktadnie w rozdz. 3; tutaj
odnotujmy tylko, ze dwustronny przedziat ufnosci na poziomie ufnosci y ma
postac
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oy (1ty n+1 n+1
M,—® | B ; , o,
2 2 2

14+ +1 n+1
M,,+<I>-1<B—1< zy;”z ,"2 >>a> 2.7)

gdzie B~!(a; p,q) jest kwantylem rzedu @ rozktadu beta z parametrem (p,¢).

W pakiecie R wartos¢ wspotczynnika

1 potf 1+ ) )
® 1<B 1 TV;nTH’nT-H oblicza si¢ za pomoca

komendy gnorm(qbeta((1+7v)/2,(n+1)/2,(n +1)/2))

W zastosowaniach zdarzaja si¢ rowniez inne sytuacje. Rozwazmy, na przy-
ktad, zadanie polegajace na oszacowaniu sredniej temperatury dobowej za po-
moca termometru, ktéry dokonuje pomiaru co pewien ustalony czas (np. co
minute), ale zapamietuje tylko temperature najnizsza i najwyzsza w danej dobie.
Estymatorem parametru u moze by¢ teraz srodek rozrzutu (X,,;, + X,,,.)/2;
dla oznaczenia tego estymatora uzyjemy tutaj ogolnego symbolu 2. Jezeli proba
X,,...,X, pochodzi z rozkladu normalnego N(u,0), to rozktad zmiennej loso-
wej (2 — )/ o jest taki sam jak rozktad srodka rozrzutu g4 z proby pochodzacej
z rozktadu normalnego N(0,1). Gdybysmy umieli obliczy¢ kwantyle 7, rozkta-
du zmiennej losowej 4, umielibysmy takze oblicza¢ przedziaty ufnosci dla u
na podstawie srodka rozrzutu 2. Na przyktad dwustronny przedziat ufnosci na
poziomie ufnosci ma wtedy fatwa do wydedukowania postac

(2= T4p)20> 0+ T(14)20)

(por. przedziat ufnosci (2.3) oparty na éredniej X). Jezeli préba X, ..., X, po-
chodzi z rozktadu o dystrybuancie F(x) i gestosci f(x), to dystrybuanta rozkta-
du srodka rozrzutu & wyraza si¢ wzorem

t

Pripsei=n| [F@1-x)= G () 23)

—0Q0
Wzbr ten mozna tatwo otrzymaé, wypisujac taczny rozktad statystyk pozycyj-
nych (X, X,,..)

Sy, 62) =0 = DIFQ) = F)I2f (0)f (), =00 <x <y < oo,
i catkujac te gestosc po obszarze {(x,y) : (x +y)/2 < t} obliczy¢ prawdopo-
dobienstwo zdarzenia {(X,,;, + X,,,.)/2 < t}. Ewentualnie mozna ten wzor

po prostu wygooglowac. W celu wyznaczenia wspotezynnika 7,y /, wystarczy
w jednym z licznych pakietéw komputerowych rozwiazac¢ wzgledem ¢ réwnanie

. I+y
PF{Nst}:T'
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W pakiecie R catke we wzorze (2.8) oblicza si¢ za pomoca

komendy function(t,n){integrate(F,—Inf ,t,t,n)}$value

po zdefiniowaniu dla rozktadu normalnego funkeji

F < —function(x,t,n){n x (pnorm(2 x t — x) — pnorm(x))"~! x dnorm(x)}

Doktadnos¢ oszacowania ¢ za pomoca mediany M,, lub srodka rozrzutu g
jest mniejsza niz doktadnos¢ tego oszacowania za pomoca Sredniej X, . Intuicja
podpowiada, ze tak powinno by¢, gdyz w omawianym przypadku wykorzystu-
jemy mniej informacji z proby. Ilustruje to nastepujaca tabelka obliczona dla po-
ziomu ufnosci y = 0.9:

| Zappp/ V7 ‘I’_1<B_1<H7y5"7+1’"7+1>> T(4p))2

5 0.7356 0.8806 0.8398
25 0.3290 0.4087 0.5987

W bardziej zaawansowanych podrecznikach statystyki matematycznej dowo-
dzi sie, ze oszacowanie parametru 4 w naszym modelu za pomoca sredniej X,
z proby X,,..., X, jest najdokladniejsze.

2.1.3. Testowanie hipotez o parametrze u

Rozpoczniemy od komentarza na temat testowania hipotez. Opiera si¢ ono na
nastepujacym rozumowaniu: jezeli hipoteza H jest prawdziwa, to pewne okreslone
zdarzenie Z jest niemozliwe. Wykonuje badanie skierowane na obserwacje zdarze-
nia Z. Jezeli zaobserwuje zdarzenie Z, hipoteze uwazam za nieprawdziwa. Ale
jezeli, mimo wszelkich mozliwych wysitkow, nie uda mi si¢ zaobserwowac zda-
rzenia Z, to nie mam podstaw do kwestionowania hipotezy H; nie mam takze
zadnych podstaw do uznania jej za prawdziwa. Uznanie za prawdziwa hipote-
z¢ H, gdy nie stwierdzitem Z, moze mie¢ tragiczne skutki. Kontynuujmy jesz-
cze przez chwile to rozumowanie. Mamy szklanke wody i wielka ochote na to,
zeby ja wypiC. Jezeli ta woda jest zdrowa, to z pewnoscia nie pachnie siarkowo-
dorem. Obwachuje wiec wode w szklance, nawet prosze o pomoc licznych znajo-
mych, zgodnie nie stwierdzamy zapachu siarkowodoru, wiec wode wypijam: czy
na pewno przezyj¢ to doswiadczenie? W praktyce czesto tak bardzo wierzymy
w prawdziwos¢ jakiej$ hipotezy, na przyklad hipotezy, Ze nasze obserwacje po-
chodza z rozktadu normalnego, ze jezeli za pomoca jakiegos testu statystycznego
nie odrzucimy jej, akceptujemy ja jako prawdziwa. Szczegdlnie w sytuacji gdy-
by odrzucenie hipotezy sprawito nam rézne klopoty: jak, na przyktad, obejs¢
si¢ w statystyce bez stynnego testu ¢ Studenta gdyby okazato sig, ze zatozenia
o normalnosci rozktadu obserwacji nie da si¢ utrzyma¢? Interesujace, kto z Czy-
telnikéw rozpozna zrédto nastepujacej uwagi: ,, Wystarczy mieé jakas trzymajaca
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si¢c kupy teorig, jakis wyrazny poglad na rzecz i chcie¢ tym pogladom wierzy¢,
aby wszystkie fakty uktadaty si¢ w tancuch dowodéw zupetnie zdawatoby si¢ nie-
zbitych. Lecz wystarczy zmieni¢ poglad, aby te fakty swiadczyty o czyms wrecz
odmiennym”.

W przypadku hipotez statystycznych rozumowanie ulega pewnej modyfika-
cji. Wrdécmy na poczatek poprzedniego akapitu. Teraz powiemy, ze jezeli hipo-
teza H jest prawdziwa, to zdarzenie Z jest praktycznie niemozliwe. ,Praktycznie
niemozliwe” jest tym samym co ,mato prawdopodobne” lub nawet ,bardzo
mato prawdopodobne Mozemy to skwantyﬁkowac wybierajac mata (bardzo
mala) liczbe a > 0 i formulujac rozumowanie w nastepujacy sposob: jezeli hi-
poteza H jest prawdziwa, to pmwdopodobzenstwo zdarzenia Z jest nie wieksze
niz a; jezeli zaobserwuje to zdarzenie, to na poziomie istotnosci a odrzucam
H. Odrzucenie hipotezy H, gdy jest ona prawdziwa, jest oczywiscie btedem.
W statystyce nazywa sie bledem pierwszego rodzaju (bledem I rodzaju). W opisanej
konstrukcji wnioskowania, prawdopodobienstwo popetnienia takiego btedu nie
przekracza danej, z gory zaakceptowanej, matej liczby a. Mowimy wtedy o od-
rzuceniu lub nieodrzuceniu weryfikowanej hipotezy H na zadanym poziomie
istotnosci a.

Po tych ogélnych uwagach wracamy do modelu statystycznego (2.1) i roz-
poczynamy od testowania hipotezy H : u = u, dla pewnej ustalonej liczby .
Sposrod wszystkich mozliwych rozkladéw F,,, u € 2, hipoteza wyréznia jeden
rozklad F, i zadanie polega na sprawdzeniu, czy wyniki obserwacji Xj,..., X,
nie kwestionuja przypuszczenia, ze rozktadem prawdopodobienstwa, z ktdrego
pochodza, jest wlasnie ten wyrdzniony rozktad. W zastosowaniach taki problem
pojawia si¢ na przyklad przy sprawdzaniu przyrzadu pomiarowego na danym
obiekcie o znanej wartosci .

Gdyby hipoteza byta prawdziwa, to zdarzenie losowe polegajace na tym, ze
srednia z proby X, rozni sie istotnie od wyspecyfikowanej przez hipoteze war-
tosci g, bytoby mato prawdopodobne. Gdybysmy zaobserwowali istotng réz-
nice, uznalibysmy hipoteze za mato prawdopodobna i odrzuciliby$my ja jako
nieprawdziwa. Co w rozwazanym teraz modelu statystycznym znaczy ,rdzni
si¢ istotnie” i co ,mato prawdopodobne™?

Wiemy, ze jezeli H jest prawdziwa, to zmienna losowa y/7(X,, — uy)/c ma
rozktad normalny N(0,1). Zdarzenie losowe {y/n(X, — uy)/0 < Za} ma praw-
dopodobienstwo réwne a. Jezeli o jest mate, to wystapienie tego zdarzenia loso-
wego, czyli zdarzenia

, o

Da = {Xn < Mo+2aﬁ} (29)
prowadzi do odrzucenia hipotezy H na poziomie istotnosci a. Interpretacja: zaob-
serwowana Srednia jest zbyt mata, aby uwierzy¢ w prawdziwos¢ weryfikowanej
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hipotezy. W typowych zastosowaniach przemystowych, biologicznych i medycz-
nych, ekonometrycznych itp. przyjmuje si¢ zwykle a = 0.05 (zy 55 = —1.645)
lub @ = 0.01 (24, = —2.326), ale sa sytuacje gdy przyjmuje si¢ np. @ = 107°.
Zauwazmy, ze w naszym modelu poziom istotnosci @ testu jest rowny prawdo-
podobienstwu odrzucenia weryfikowanej hipotezy H, gdy jest ona prawdziwa.
Zbiér tych wartosci statystyki X,,, ktore realizuja zdarzenie D7, nazywa si¢ ob-
szarem krytycznym testu.

Chwila zastanowienia wystarczy zeby zauwazyc, ze podobnie jak zdarzenie
losowe D, réwniez zdarzenia losowe

- g
DT .= {X > U+ 2z, —} 2.10
a n Mo 1aﬁ ( )

oraz

_ [
Da ::{an_luO|>Zl—%ﬁ} (211)

maja prawdopodobienstwo réwne @, czyli tak jak zdarzenie D7 falsyfikuja hipo-
teze H na przyjetym poziomie istotnosci a. Faktycznie wiec dla rozpatrywanej
hipotezy H : 4 = o mamy teraz juz trzy rozne testy na danym poziomie istot-
nosci a: takich testéw mozemy skonstruowac dowolnie duzo. Powstaje problem,
ktéry z nich wybraé. Sensowna odpowiedZ wymaga zastanowienia si¢ nad kon-
sekwencjami zastosowania testu i wprowadzenia nowego elementu do naszych
rozwazan. Tym nowym elementem jest moc testu oraz funkcja mocy testu.

Rozpatrzmy doktadniej test z obszarem krytycznym D~ Przypominamy:
weryfikujemy hipoteze H : u = ug. Przypuscmy, ze w rzeczywistosci u < .
Jakie jest wtedy prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy H? Intuicja podpo-
wiada, Ze test jest tym lepszy, im to prawdopodobienstwo jest wigksze. Btad po-
legajacy na tym, ze hipoteza nie zostanie odrzucona, gdy nie jest prawdziwa,
nazywa si¢ bledem drugiego rodzaju (bledem II rodzaju).

Prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy H, gdy parametr ma wartos¢ w,
U € R, wyraza si¢ wzorem

. o X, — p fo—
P#{Xn<luo+zaﬁ}:Pﬂ{ <t ﬁ+za}
:¢<”O_”ﬁ+za>.
g

Wartos¢ tego prawdopodobienstwa dla ustalonego u nazywa si¢ mocq testu na
hipotezie alternatywnej u, a funkcja u — B,(u), okreslona wzorem

/51(#)=<I><H°_Hﬁ+za>, UER, (2.12)

o
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ﬁ1(/“> /62(#)

Ho #
Rysunek 2.2. Moc testu (A) D, B) D, (C) D,

nazywa si¢ funkcja mocy rozwazanego testu. Przebieg tej funkcji przedstawia wy-
kres A narys. 2.2.

W pakiecie R funkcje mocy 3,(u)
oblicza si¢ za pomoca function(u, ug, o, n,a)

{pnorm(((uo — ) * sqrt(n))/ o + qnorm(a))}
Podobnie B,(u) oraz B5(u)

Mamy oczywiscie B,(4q) = @, bo to jest test na poz10m1e istotnosci a. Ro-
zumujac w analogiczny sposob, otrzymu]emy moce testow DF oraz D,; przed-
stawiajg ]e, odpow1edn10, Wykresy BiC na rys. 2.2. Funkc]e mocy ,32 i[;dla
tych testow wyrazaja si¢ oczywistymi wzorami

By(u)=1- <1><MO — _a>, (2.13)
ﬂs(m:l—@(% NCE a/2>+<1><

g

f+ za/2> (2.14)
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Wybor testu w konkretnym problemie zalezy od tego, o co w tym proble-
mie chodzi. Przypuscmy, ze od pewnego producenta regularnie kupujemy pe-
wien smakolyk w uy-gramowych opakowaniach. Checemy sprawdzié, czy nie
przeplacamy (czy opakowania nie zawieraja mniejszej niz nominalna ilos¢ sma-
kotyku). Po kazdym zakupie wazymy opakowanie i otrzymujemy ciag obser-
wacji Xi,...,X,. Naturalnym w tej sytuacji jest wybor testu D_: prawdopo-
dobienstwo zakwestionowania uczciwosci producenta (tzn. odrzucenia hipotezy
H : = ug) jest tym wigksze, im bardziej aktualna srednia zawartos¢ opakowa-
nia jest mniejsza od nominalnej. Nie mamy jednak powodu do zmartwienia, gdy
U > . Test jest tak skonstruowany, ze prawdopodobienstwo zakwestionowa-
nia hipotezy maleje ze wzrostem . W opisanej sytuacji méwimy o weryfikacji
hipotezy H : u = u, wobec hipotezy alternatywnej K : u < u. Interes producen-
ta jest oczywiscie przeciwstawny: musi on zabezpieczac si¢ przed tym, zeby nie
wklada¢ do opakowania zbyt duzo smakotyku. Producent wybierze wigc raczej
test D, bedzie wigc weryfikowat hipoteze¢ H : ¢ = uq wobec hipotezy alterna-
tywnej K : u > .

A jezeli martwimy si¢ zarowno o interes producenta, jak 1 konsumenta, albo
jezeli producent 1 konsument w drodze negocjacji dojda do porozumienia, zde-
cyduja si¢ zapewne na dwustronny test D, o mocy przedstawionej na rys. 2.2
(wykres C): test hipotezy H : u = pu, wobec hipotezy alternatywnej K : u # uq.
Jezeli obie strony dojda do porozumienia, ze test powinien by¢ bardziej czuty
i z wigkszym prawdopodobienstwem wykrywac mniejsze odchylenia od warto-
sci nominalnej, moga zwigkszy¢ moc testu, decydujac sie na wigksza liczbe »
obserwacji w tescie (rys. 2.3).

Mozna wrecz postawic pytanie o wielkos¢ 7 proby potrzebnej do wykrycia,
z zadanym z gory prawdopodobienstwem £, odchytki ko od wartosci nominal-
nej o W przypadku testu (2.11) odpowiedzig jest 7, ktore jest rozwiazaniem
réwnania (por. wzor (2.14) dla mocy f5)

1= 0(ky/n+21_op)+W(kv/n+2,,)= . (2.15)

W pakiecie R moc (2.15) definiuje si¢ nastepujaco:
moc < —function(n,k,a, 3)

1 — pnorm(k « sqrt(n) + gnorm(1 — a/2))

+pnorm(k = sqrt(n) + gnorm(a/2)) — B

1 rozwiazuje rOwnanie, np. dlak =1, =0.1, 5 =0.9:
uniroot(moc, c(1,100),k =1, =0.1, 8 =0.9)$root

W zastosowaniach pewien problem stanowi wybér poziomu istotnosci testu.
Mozna spojrzeé na ten problem nieco inaczej. Zanim dokfadnie opiszemy to in-
ne spojrzenie, wprowadzimy pewne uogélnienie tego, co do tej pory méwilismy.
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B(w)

o
Rysunek 2.3. Moc testu D, dla n, < n,

Weryfikujemy hipoteze H : u = uy. W tym celu definiujemy odpowiednia sta-
tystyke 7 = T(X,...,X,) 1 wybieramy ja w taki sposob, zeby jej duze wartosci
byty traktowane jako argument przeciwko hipotezie. Dla danego poziomu istot-
nosci @ wyznaczamy taka wartos¢ krytyczng k(a), zeby zdarzenie {T > k(a)}
prowadzito do odrzucenia weryfikowanej hipotezy na poziomie istotnosci . Na
przyktad wtescie D mielismy 7 = —X,, oraz k(a) = —(uo+2, %), w tescie DF

mielismy T =X, oraz k(a) = uy+2,_, %, a w dwustronnym tescie D, przyje-

lismy T =|X, — uo| oraz k() Uzmiennimy teraz @ i zdefiniujemy

= Zl—a/Z%'
funkcje k(a),a € (0,1), wzorem

P, AT >k(a)}=a. (2.16)

Wielkosc k(@) jest oczywiscie wartoscia krytyczna testu hipotezy H : u = uq,
na poziomie istotnosci .

Funkcja k(a) jest malejaca funkcja argumentu a: jezeli hipoteza zostaje od-
rzucona na poziomie istotnosci a, to zostaje rowniez odrzucona na kazdym po-
ziomie istotnosci @’ > a (por. rys. 2.4).

Dla danej liczby &, ze wzoru (2.16) mozna wyznaczyc taka liczbe « = a(k),
ze

P, AT >k} = a(k).

Funkcja k£ — a(k) jest oczywiscie funkcja odwrotna funkcji @ — k(). Jezeli dla

danej proby X;,..., X, przez T,,,, = T(Xj,...,X,) oznaczymy wartos¢ staty-
styki 7' w tej probie, to

nazywa si¢ poziomem krytycznym testu. Uzywa si¢ takze nazwy empiryczny po-
ziom istotnosci testu, czasami prawdopodobienistwo krytyczne. W literaturze angiel-
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P{T >t}

Q>

T,,, k() t
Rysunek 2.4. Warto$¢ krytyczna k() i poziom krytyczny &

skojezycznej 1 w angielskojezycznych pakietach komputerowych jest uzywana
nazwa p-value, co w niektérych tekstach polskich jest ttumaczone jako p-wartost,
ale poniewaz ,Polacy nie gesi”, wiec pozostanmy przy ,poziomie krytycznym”.
Oto niektore interpretacje poziomu krytycznego &:

e najmniejszy poziom istotnosci, przy ktérym nastepuje odrzucenie weryfi-

kowanej hipotezy;

e jak mato prawdopodobny jest wynik, ktéry otrzymalismy, gdy H jest

prawdziwa;

e najwickszy poziom istotnosci, przy ktorym jeszcze nie odrzucamy spraw-

dzanej hipotezy;

e gdyby zaobserwowana wartos¢ statystyki testu byta wartoscia krytyczna,

to taki bytby poziom istotnosci tego testu.

Definicja (2.16) nawiazuje do intuicji zwiazanych z pojeciem poziomu kry-
tycznego testu &, ale w celu wyznaczenia tej wartosci warto zauwazyc, ze jezeli
oy JeSt Zaobserwowana wartoscia statystyki testowej 7' w konkretnej probie,
to w tej probie mamy po prostu & = &(t,,,,,) = P, {T > t,,,,}. Podkreslmy
ponadto, ze poziom krytyczny jest zwiazany z konkretnym testem. Jezeli za po-
moca jednego z testow (2.9), (2.10) lub (2.11) testujemy np. hipoteze H : u =7
przy znanym o /4/n = 11 zaobserwujemy srednia x = 8, to poziom krytyczny
P, AT >t} =®(1)=0.84 w przypadku testu D, dla T = —X,, oraz ¢,,,, = —x.
Natomiast dla dwoch pozostatych testéw 0.16 10.32.

2.2. Model pomiaru z nieznana precyzja
2.2.1. Problem i oznaczenia

Podobnie jak w rozdz. 2.1 rozwazamy model obserwacji

Xj:y+sj, j=1,...,nm, (2.1)



2.2. Model pomiaru z nieznana precyzja 15

gdzie u jest ustalona, nieznang liczba oraz ¢,..., ¢, jest ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie normalnym N(0,0), ale teraz
wariancja o2 bledéw losowych ¢ ,..., ¢, nie jest znana. Nadal oczywiscie obser-
wacja X ma rozklad normalny N(u, o), zmienna losowa (X — ¢)/o ma rozktad
normalny N(0, 1), ale z tej wiedzy nie mamy zadnego pozytku, gdyz nie znamy
0. Jezeli za to nieznane o podstawimy jakie$ oszacowanie &, to zmienna losowa
(X — w)/& nie musi mie¢ rozktadu normalnego. W celu oszacowania parame-
tru u (jest to w naszych wykfadach zasadnicze zadanie) wykonamy nastepujacy
program. Po pierwsze, oszacujemy za pomoca ¢ nieznane odchylenie standardo-
we o, po drugie, wyznaczymy rozktad prawdopodobiefistwa zmiennej losowe;j
(X — )/ 6 1 w koncu, znajac ten rozktad, bedziemy, tak jak w rozdz. 2.1, szaco-
wali interesujace nas u oraz testowali o nim interesujace nas hipotezy.

W modelu ze znanym odchyleniem standardowym i nieznanym parametrem
p rozktad obserwacji oznaczalismy przez F,. Faktycznie mielismy do czynienia
z jednoparametrows rodzing rozkladéw prawdopodobienstwa. Teraz nasz mo-
del jest wigkszy 1 rozktady prawdopodobienstwa sa indeksowane dwoma para-
metrami u € Z oraz 0 € Z7; dla oznaczania tych rozktadow bedziemy uzywali
symbolu F,, ,, a dla wartosci oczekiwanej roznych funkcji obserwacji o tym roz-

ktadzie symbolu £, .
2.2.2. Estymacja punktowa o i 0

Przypomnijmy, ze z definicji

=i [l 5 o

— 2
_Ey,U(X - /u) .

Probkowym odpowiednikiem tego parametru jest

n

2_i Y
S _n;m X,). 2.17)

Z elementarnego kursu statystyki matematycznej wiadomo, ze jezeli obser-
wacje X|,..., X, maja rozklad normalny N(u, o), to zmienna losowa 7 §%/o?
ma rozktad chi-kwadrat o (7 — 1) stopniach swobody. Taka zmienng losowa o v
stopniach swobody bedziemy oznaczali przez y?, gestoé¢ jej rozktadu prawdo-
podobienstwa przez g,, dystrybuante przez G, a jej kwantyl rzedu a przez y, (@)
(rys. 2.5).

Zajmiemy si¢ najpierw punktowa estymacja odchylenia standardowego o
i wariangji o2. Korzystajac ze wzoru dla gestosci g, (x) rozkladu chi-kwadrat o v
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stopniach swobody,

g,(x)= x2e”2, x>0 (2.18)

+o00 , . y
J xi le™2 :2V/2F<—>,
0 2

dla zmiennej losowej y? fatwo otrzymujemy pozyteczny wzdr:

1 spostrzegajac, ze

I'(k+3%)
E( 2>/e :zk—vz
A )
g,(x)
______ V7

x x x x x x
Rysunek 2.5. Gestoé¢ rozktadu chi-kwadrat g (x)

W szczegblnosci mamy

i
E(xyD=v, E(x))=vv+2), E\/7 x/_ 3 .

Stad wnioskujemy, ze
_n-1,
E S§= o,

a wiec ze S2, okreslone wzorem (2.17), jest obciazonym estymatorem wariacji

2 .. . . 2 . . . ;. , . . ,
o“. Obcigzenie wynosi —o/n 1 dla duzych licznosci 7 prob moze nie odgrywac
istotnej roli. Estymatorem nieobcigzonym wariancji o2 jest

n

Z(Xl - Xn)z’

n—193

2 _
SO—

a estymatorem nieobciazonym odchylenia standardowego o jest

n—1
\/?F( )¢ 2.19)
2 r(g)
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W pakiecie R wartos¢ wspdtczynnika we wzorze (2.19)
oblicza si¢ za pomoca komendy

sqrt(n)2) « (gamma((n — 1)/ 2) | gamma(n/2))

W zastosowaniach powstaje pytanie, kt6ry z estymatoréw S§? czy S7 warian-
¢ji powinien by¢ wykorzystany w danym problemie lub, inaczej, ktéry z nich
jest ,lepszy”. Nie istnieje zadna odpowiedz na to pytanie, dopdki nie zostanie
sformutowane kryterium oceny jakosci estymatora. Spéjrzmy na to troche ina-
czej. Wezmy pod uwage klase estymatordw

n
&CZ = CZ(XZ- —Xn)z, c>0,
=1
1 za kryterium wyboru najlepszego wspdtczynnika ¢ przyjmijmy ryzyko esty-
matora definiowane jako sredni wzgledny btad kwadratowy
2_ 2

0-—o0"\2
R&2(0'>=E0< < > >

o

=c*(n*=1)=2c(n—1)+1.

Okazuje sig, ze estymatorem o jednostajnie najmniejszym srednim wzglednym
bledzie kwadratowym jest (7 +1)7! X=X, ). Jak widzimy, istnieje duza
swoboda w wyborze estymatora wariancji; jest istotne zeby zawsze jasno okre-
8li¢, ktéry z estymatoréw wybralismy, a przy studiowaniu literatury i korzysta-
niu z pakietéw komputerowych, ktory z estymatoréw zostat wybrany przez au-
tora. Jak si¢ za chwile przekonamy, dla przedziatowej estymacji wariancji wybér
wspotezynnika ¢ nie bedzie miaf Zadnego znaczenia: bedziemy korzystali tylko
z faktu, ze zmienna losowa 37 (X; — X, )?/o? ma rozklad chi-kwadrat.

2.2.3. Estymacja przedzialowa o i o

Jak juz wiemy, jezeli proba X, ..., X pochodzi z rozkladu normalnego N(0, 1),
to zmienna losowa 7 §2 /2 ma rozktad chi-kwadrat o (7 —1) stopniach swobody.
Przez y,_,(y) oznaczylismy kwantyl rzedu y tego rozktadu. Zatem, dla kazdego

y €(0,1)

n§?
P[u,a{? < Xn—l(Y)} )

<)(nnjzr)’ +OO>

jest (jednostronnym) przedziatem ufnosci dla wariancji o

wiec

2, na poziomie
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ufnosci y. Oczywiste jest, ze

Wrmm® )

jest przedziatem ufnosci dla odchylenia sredniego o, na poziomie ufnosci y.
Budowa dwustronnego przedziatu ufnosci nie jest juz tak jednoznaczna. Po-
niewaz dla kazdych o, 8 > 0 takich, ze a + 8 = 1 — y, mamy

PN(/J,U){Xﬂ—l(a) < nSZ/(T2 < )(n—l(1 - /6)} =7

wiec otrzymujemy cala rodzing przedziatléw ufnosci na poziomie ufnosci y:
n§? n§? >
, , 4,820, a+fB=1-y. (2.20)
<)(n—1(1_ﬂ) )(n—l(a)

W elementarnym wykladzie statystyki sugeruje si¢ najczesciej proste rozwiaza-
nie: @ = B = (1 — y)/2. Otrzymuje si¢ wtedy przedzial ufnosci symetryczny
w tym sensie, ze po jego obu stronach miesci sie taka sama masa prawdopodo-
bienstwa. Dtugos¢ dwustronnego przedziatu ufnosci (2.20) dla ustalonych 7 oraz
y jest réwna A(a)nS?, gdzie

_ 1 1
h Xn—l(a) )(n—1<7/+0{)

i najkrétszy przedziat ufnosci otrzymamy wtedy, gdy za @ wybierzemy to, ktére
minimalizuje funkcj¢ A(a), 0 < a < y. Skutki ilustruje numerycznie ponizsza
tabelka, w ktorej D oraz G oznaczaja, odpowiednio, dolny oraz gorny wspot-
czynnik n/y,_,(a) oraz n/y,_,(y + a) przedziatu ufnosci (2.20), natomiast A
oznacza jego dlugosc; liczba @ w ostatniej kolumnie tabelki oznacza optymalna
wartos¢ rzedu tego kwantyla.

Aa) (2.21)

W pakiecie R w celu obliczenia wartosci optymalnego

definiuje si¢ funkcje (2.21)

A < —function(a,y,n){1/qchisq(a,n —1)—1/qchisq(y + a,n — 1)}
i komenda nl/m(A,(1—y)/2,y =0.9,n = 5)$estimate

wyznacza si¢ . UWAGA NUMERYKA!

Przedzialy ufnosci dla y =0.9

Symetryczny Najkrotszy

n D G A D G A a

5 | 05270 | 7.0351 | 6.5081 | 0.2762 | 4.7345 | 4.4583 | 0.0988
25 | 0.6865 | 1.8053 | 1.1188 | 0.6083 | 1.6500 | 1.0417 | 0.0837
50 | 0.7537 | 1.4736 | 0.7199 | 0.7108 | 1.4055 | 0.6947 | 0.0756
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2.2.4. Testowanie hipotez o wariancji o

Testowanie, dla ustalonego oy, hipotezy prostej H : 0 = 0, wobec jednostronnej
hipotezy alternatywnej K : o > oy jest typowe na przyklad wtedy, gdy przez
dtuzszy czas jest uzywany przyrzad pomiarowy o znanej precyzji charakteryzo-
wanej wariancja o2 i w badaniach okresowych mamy sprawdzié, czy jego doktad-
nos¢ nie pogorszyta sie; jezeli w pewnym badaniu kontrolnym stwierdzimy, ze
doktadnos¢ przyrzadu ulegta pogorszeniu, oddajemy go do naprawy lub zaste-
pujemy innym. Konstrukeja testu nie nastrecza zadnych trudnosci: hipoteze H
odrzucamy na poziomie istotnosci @, gdy
2

g
52 > 70)(71—1(1 - 0!),

gdzie jak zwykle y,_,(1— a) jest kwantylem rzedu 1 — o rozkfadu chi-kwadrat
o (n — 1) stopniach swobody. Czasami uzywa si¢ nazwy wartos¢ krytyczna rze-
du a, a niektdre tablice statystyczne lub programy komputerowe przedstawiaja
wiasnie te wartosci.
Moc rozwazanego testu wyraza si¢ wzorem
2

B0) = Prunr{ 8> s (1= )
= P{x,f_l > <?>2xn_1(1 - a)}
—1-G,_, <<?>2xn_1(1 - a)>.

Wykres mocy tego testu jednostronnego przedstawia rys. 2.6.

1

0.5 4

T T T T
0 1 2 3 4

Rysunek 2.6. Moctestu H:0=1,K:0>1dlaa=0.1
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W pakiecie R moc (o) oblicza si¢ za pomoca funkeji
moc < —function(o,0q,a,n)

{1 —pchisq((0y)0 ) * qchisq(1 —a,n—1),n — 1)}

Wykresy funkeji mocy wszystkich testow hipotezy o, na poziomie istotno-
Sci a, przechodza przez punkt (0, @); w naszym przyktadzie jest to punke (1,0.1)
(rys. 2.7).

| n -

0 I I I

I
0.8 0.9 1.0 1.1 1.2
Rysunek 2.7. Moc testu H:0 =1,K:0 > 1dlaa=0.1 w otoczeniu H

W przypadku dwustronnej hipotezy alternatywnej K : o # 0, pojawia si¢
problem niejednoznacznosci, analogiczny do problemu konstrukeji dwustron-
nego przedziatu ufnosci dla 0. Hipoteze H kwestionujemy, gdy zaobserwowana
wariancja prébkowa §2 zbyt daleko odbiega od wariancji o7 okreslonej przez we-
ryfikowana hipoteze H, tzn. gdy $? < k, lub §? > k,, dla k,, k, wybranych tak,
zeby test miat zatozony z gory poziom istotnosci a, tzn. zeby

P, {S*<k}+P,{S*>k}=a

n n
0 g

0 0

czyli tak, aby

Istnieje nieskonczenie wiele testéw spetniajacych ten warunek: wystarczy wy-
bra¢ @; > 01 a, >0 w taki sposob, zeby a; + o, = a i zdefiniowac
2 2
oy o

kl = _)(n—l(a1)> kz = _O)(n—1(1 —a,).
n n

Moc tego testu wyraza si¢ wzorem
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0'2 0'2
/6<O';(Z1,(Z2) :PJ{SZ < 70)(71—1(&1)} +PU{SZ > 70)(71—1(1 - (12)}

erf () ol (2) )

B = Goa((Z) Foms(@n)

+1-G, ((?)2%_1(1 - az>> 222)

Standardowy wybér ,symetryczny” a; = @, = a/2 nie jest w tym przypad-
ku poprawny: moc testu dla niektérych o # 0y moze by¢ mniejsza niz moc na
testowanej hipotezie oy, tzn. mniejsza od zatozonego poziomu istotnosci @ te-
stu. Oznacza to, ze prawdopodobienstwo odrzucenia weryfikowanej hipotezy
H, gdy jest ona falszywa, moze by¢ czasami mniejsze niz prawdopodobienstwo
jej odrzucenia, gdy jest prawdziwa. Takie testy nazywaja si¢ ,obcigzone” . Przy-
kfadem jest moc testu symetrycznego (o, = @, = 0.05) dla weryfikacji H: 0 =1
wobec H : 0 # 1 przedstawiona na rys. 2.8.

czyli

Blo)

0.25 — n=10
0.20 —

0.15 —

a= 0.1

[ [ [ [ ]
0.8 0.9 1.0 1.1 127

Rysunek 2.8. Moc symetrycznego testu hipotezy H : ¢ = 1 w otoczeniu hipotezy H
Testami nieobciazonymi na poziomie istotnosci @ = 0.1 w naszej sytuacji sa

testy z parametrami @, = 0.0730 dla » = 5 oraz @, = 0.0658 dla » = 10 (por.
rys. 2.9). Parametr a, testu nieobciazonego wyznacza si¢ w nastepujacy sposob.
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0.25 —

0.20 —

0.15 —

a= 0.1

o

0.8 0.9 1.0 1.1 1.2

Rysunek 2.9. Moc nieobciazonego testu hipotezy H : 0 = 1 w otoczeniu hipotezy H

Moc (2.22) testu dwustronnego jest ciagla i rozniczkowalna funkcja argumen-
tu 0. Dla uproszczenia zapiséw wprowadzimy oznaczenie t = (0,/0)?. Wtedy
moc testu mozna zapisa w postaci

Bltsar,a3) =G, _i(t yu_1(@1) + 1= G,_y(t )1 (1 — a3))
Po zrézniczkowaniu wzgledem argumentu ¢ otrzymujemy
B'(tsa1,02) = 2-1(@1)* 8uo1(t Y1 (1) = Xt (1 = @2) - 8ot (£ 01 (1= 22))-

Po przeksztatceniach otrzymujemy

ﬂ/(t'a @)= t(”—3)/2()(n 1(1_a2)brigh[)(”—1)/2
y* 1, &) (n 1/21—~(( )/2>

[(%f Wz—exp{—fr i1 =) = (@] |

Przyréwnujac t¢ pochodna do zera stwierdzamy, ze moc testu osiaga minimum

dla
log y,_(1—a,)—log x,_(2y)

t=(n—1) Yn—1(1—=a3) = x,_1(ay)

Poniewaz moc naszego testu powinna osigga¢ minimum dla ¢ = oy, czyli dla
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t =1, uwzgledniajac, ze 1 — 2, = 1 — a + @, otrzymujemy nastepujace rownanie
dla o,
logy,_ (1—a+a;)—logy,_(a
(n— 1) 282 i D= log,ile) _ 2.23)
In—i(l—a+ai) =y, 4(ay)

Rozwigzanie tego rownania w jednym z licznych 1 powszechnie znanych pakie-
téw komputerowych nie przedstawia zadnej trudnosci. Przy innym wyborze
1@, =a—a, test jest obciazony.

Rozwiazanie rownania (2.23) dla @ = 0.1,7 = 10 w pakiecie R:
r < —function(a,al fa,n)

{(log(qchisq(1 — al fa+a,n — 1)) — log(qchisg(a,n — 1)))/
(gchisg(1—alfa+a,n—1)—qchisgla,n —1))—1/(n — 1)}
uniroot(r,c(0.00001,0.09999),a/ fa =0.1,n = 10)$r00¢
UWAGA NUMERYKA!

2.2.5. Estymacja parametru u

Punktem wyjscia do estymacji parametru u w modelu gaussowskim ze znana
precyzja, przy wyborze sredniej X, jako estymatora, byt fakt, Ze zmienna loso-
wa y/n(X,, — ¢)/o ma rozktad normalny N(0O,1). Teraz zamiast znanym odchy-
leniem $rednim o dysponujemy tylko jego oszacowaniem S (2.17). Pojawia si¢
nowa zmienna losowa okreslona wzorem

&

NCRED)

gdzie zmienna losowa ¢ ma rozklad normalny N(0, 1), zmienna losowa )(Vz ma
rozklad chi-kwadrat o v stopniach swobody i obie zmienne losowe sa niezalezne.
Rozklad tej zmiennej losowej nazywa si¢ rozkladem t Studenta o v stopniach swo-
body . W rozwazanym teraz przypadku mamy zatem do czynienia ze zmienna
losowa

L, =

Ao _
o Xn_
= Slux/n—l

2
5 J(n — 1)

o rozkladzie ¢ Studenta z (n — 1) stopniami swobody. Mozliwos¢ wniosko-
)—(n_lu

wania o parametrze y ulega zmianie, bo zmienna losowa n—1 o roz
ktadzie ¢ Studenta jest bardziej rozproszona wokoét zera niz zmienna losowa
Vn(X, — u)/o o rozktadzie normalnym (rys. 2.10).
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Rysunek 2.10. Rozkfad normalny (—-) i rozktad ¢ Studenta (- - -)

W naturalny sposob otrzymujemy dla estymowanego parametru u przedzia-
ty ufnosci na danym poziomie ufnosci y: przedziat dwustronny

- I+y S - 1+y S
<Xn_tn—1< > ’Xn+tn—1< > > (224)
2 Vn—1 2 Vn—1

1 przedzialy jednostronne

<Xn+tn_1(1—}f)

S
bl +m> bl
vn—1
. S
—o0, X, +¢t,_ > ,
< 1(7) Jn—1
(por. (2.3),(2.4), (2.5)), gdzie t,(a) jest kwantylem rzedu a rozktadu ¢ Studenta

o v stopniach swobody.
Gdy znalismy odchylenie standardowe o, dtugosc przedziatu ufnosci na po-

ziomie ufnosci y (2.3) moglismy wyrazi¢ wzorem 2z, % i za pomoca odpo-
wiednich manipulacji liczba 7 obserwacji w probie X, ..., X, moglismy uzyskaé

potrzebna dokfadnos¢ estymacji parametru u. Jezeli teraz nieznane odchylenie
standardowe o zastapimy jego oszacowaniem S, to tak obliczona dtugos¢ prze-
dzialu bedzie losowa. Problem polega na takim doborze 7, zeby ta zmienna loso-
wa nigdy nie przekraczata zadanej z gory liczby 2d. Znane s3 rézne rozwigzania
tego zadania: przedstawie najprostsze 1 intuicyjnie najbardziej przejrzyste, tzw.
dwuetapowq procedure Steina.

Idea rozwiazania polega na tym, zeby w pierwszym etapie oszacowa¢ nie-
znane odchylenie standardowe, a nastepnie ,,doszacowac” parametr u tak, zeby
uzyskac odpowiednia doktadnos¢ jego oszacowania. Najpierw ustalmy dowolnie
licznos¢ ny > 2 proby wstepnej X,..., X, 1 policzmy na jej podstawie oszaco-
wanie wariancji

1 & -
Sy = —> (X, -X, 7.

n =
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Oznaczamy

1+ n
Aoy (D) S
! 2 ny—1

Jezeli A < d, konstrukgja jest zakonczona; przedziat ufnosci obliczony na pod-
stawie tej wstepnej proby ma dtugosc nie wigksza od zatozonej. Jezeli tak nie jest,
dobieramy dodatkowe 7 — 7, obserwacji i srednia X, liczymy dla catej rozszerzo-
nej proby X,...,X,,. Mamy teraz

wiec

> nq > nq
X, — 4/ —AX,+4/ —A
n n

jest przedzialem ufnosci na poziomie ufnosci y. Bedzie to przedziat ufnosci o dtu-
gosci co najwyzej d na poziomie ufnosci y, jezeli n wybierzemy w taki sposéb,

zeby
nq
_A S d)
n

czyli

W pakiecie R definiuje si¢ funkcje

n < —function(n,,S,, ,y,d)

{(ny (qt((1+7)/2,m = 1)) 582 )[((ny — 1) xd?)}
i oblicza n jako ceiling(n(n,, S, ,v,d))

Odnotujmy, ze teraz licznos¢ 7 préby jest zmienna losowa. Mozna pomyslec
o optymalizowaniu procedury (np. minimalizacji wartosci oczekiwanej zmien-
nej losowej 1), ale ta problematyka przekracza ramy naszego wyktadu.

2.2.6. Testowanie hipotez o parametrze u

Punktem wyjscia do testowania hipotez o parametrze u w modelu gaussowskim
ze znana precyzja byt fakt, ze zmienna losowa /7(X, — u)/o ma rozktad nor-
malny N(0O, 1). Teraz, podobnie jak w rozdz. 2.2.5, rozklad normalny zastapimy
rozkladem ¢ Studenta 1 koncepcyjnie nic si¢ nie zmieni w stosunku do tego, co
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méwilismy przy okazji modelu gaussowskiego o znanej wariancji 2. Na przy-
ktad testujac hipotez¢ H : u = uq przy alternatywie K : u < yug, na poziomie
istotnosci @ odrzucimy H, gdy zaobserwujemy zdarzenie

Xn < /uO+ tn—l(a)

S
Vvn—1
to znaczy, gdy

{X,, N t,,_l(a)}'

Moc tego testu wyraza si¢ OCZywistym wzorem
X, —

ﬁ(H’U)ZPN(#,o){ S HOVn—1<tn_1(a)}.

Zauwazmy, ze moc nie zalezy od nieznanego o. Jezeli proba X, ..., X, pochodzi
z rozktadu N(u, o), to

. X,—u L=
X, - St iy i /i
nSIUO n—1=
2
% (n—1)

jest ilorazem zmiennej losowej o rozktadzie normalnym N(£ ;’u 2 /n,1) 1 nieza-

leznej od niej zmiennej losowej 4/ )(3_1 /(n —1). Ten iloraz nie jest juz zmien-

na losowa o rozktadzie ¢ Studenta. Pojawia si¢ nowa zmienna losowa okreslona

wzorem

L E+4

v,A — >

Pans
gdzie zmienna losowa & ma rozktad normalny N(0,1), zmienna losowa y? ma
rozktad chi-kwadrat o v stopniach swobody, obie zmienne losowe s3 niezalezne,
natomiast A jest dowolna liczba rzeczywista. Rozktad tej zmiennej losowej na-
zywa si¢ niecentralnym rozkladem t Studenta o v stopniach swobody i parametrze
niecentralnosci A. Dystrybuantg tej zmiennej losowej oznaczamy przez H, ), a jej
gestosC przez b, ). Jest to bogata rodzina rozklad6w, zawierajaca takze rozktady
niesymetryczne. Przyktady réznych gestosci pokazano na rys. 2.11.
Moc rozwazanego testu jednostronnego mozemy zapisaC w postaci

ﬁ(lu’a—):Hn_l,“_aﬂﬁ(tn—Ka)) (225)
lub w terminach kb = (u — uy)/0 w postaci
BR)=H, 1} z(t,_1(a)), k=(u—uo)lo, (2.26)

co mozna fatwo liczy¢ i rysowac w standardowych pakietach komputerowych.
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[
-7 -5 3 -1 1 3 5 7

Rysunek 2.11. Ggstosci b, 5, b, o, b, 5, b, _, niecentralnego rozktadu ¢ Studenta

W pakiecie R moc (k) ma posta¢ funkeji
B < —function(k,a,n)pt(qt(a,n —1),n — 1,k xsqri(n))

o “ o “

Rysunek 2.12. Moc w rozkladzie normalnym (—-) i ¢ Studenta (- - -)

Moc w tescie ¢ Studenta jest oczywiscie mniejsza niz moc w tescie opartym
na rozktadzie normalnym (rys. 2.12). W przypadku rozktadu normalnego korzy-
stamy z tego, ze znamy wariancj¢ o2, natomiast w tescie ¢ Studenta szacujemy
. .o . . 7. 7 s . /4
ja z obserwacji X,...,X,,. Dla duzych licznosci 7 proby roéznice moga okazac
sic malo istotne, bo wtedy wariancja prébkowa $? dobrze przybliza nieznana
wariancje o2

Test hipotezy H : u = g, na poziomie istotnosci @, przy dwustronnej alter-

natywie H : u # g, ma obszar krytyczny

- a S . a S
{Xn < Iu0+tn—1<5>ﬁ} U {Xn > yo+tn_1<1— E>?}’
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a jego moc wyraza si¢ OCzywistym wzorem

@ a
A=t {00 (3) ) 41 s (1-3) )

Pewnym problemem jest to, ze moc testu zalezy od nieznanego odchylenia stan-
dardowego o. By¢ moze lepiej bytoby od samego poczatku sformutowac weryfi-
kowana hipotez¢ w rOwnowaznej postaci H : u— o =0, a hipoteze alternatywna
w postaci K : (u — ug = ko, k # 0) 1 interesowa¢ si¢ moca testu jako funkcja ar-
gumentu k. Jest to sprawa wyboru jednostek, w jakich mierzymy obserwacje X;
przy proponowanym podejsciu jednostka jest o. Latwo jest teraz odpowiedziec
na przyktad na pytanie: jak duza ma by¢ préba, aby dla danego k£ # 0 moc byta
réwna 3: wystarczy rozwiaza wzgledem n réwnanie

a a
N

Wtedy, ze wzgledu na monotonicznos¢ (!) funkeji mocy, moc jest nie mniejsza

od 3 dla kazdego k' > k.



3. Modele parametryczne

3.1. Problem i oznaczenia

Tak jak poprzednio, i jak w calym wyktadzie, rozwazamy ciag X, ..., X, obser-
wacj1 postact
X]- =p+te;, 1=1...,nm,

gdzie u jest ustalona, nieznang liczba oraz e,,...,¢,, jest ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych o jednakowym rozkfadzie. Ten rozkfad i jego dystrybu-
ante bedziemy oznaczali przez F, a jego gestosé prawdopodobienstwa przez f.
Wprowadzamy oznaczenie Z dla rodziny wszystkich rozktadéw prawdopodo-
bienistwa o ciagtej dystrybuancie, scisle rosnacej na swoim nosniku. Zaktadamy,
ze rozkltad I € F jest znany. Wtedy obserwacja X ma rozklad F, z jednym
nieznanym parametrem u 1 zadanie polega na wnioskowaniu (estymacji i wery-
fikacji hipotez) o tym parametrze na podstawie proby X,...,X,,.

W modelu gaussowskim zaktadalismy, ze btad ¢ ma wartosc oczekiwana row-
na zeru, a wiec ze obserwacja ma wartos¢ oczekiwang réwna u. Zadanie polega-
to na wnioskowaniu o wspélnej wartosci oczekiwanej niezaleznych obserwacji
X,,...,X,. W modelu, ktoérym teraz bedziemy si¢ zajmowali, zakladamy, ze btad
¢ ma mediang réwna zeru, a wigc ze obserwacja ma mediang rowna u. Zadanie
bedzie polegato na wnioskowaniu o wspolnej medianie niezaleznych obserwacji
X,,...,X,. Mediang rozktadu F oznaczamy przez m(F).

Dla rozkladow z rozwazanej przez nas modelowej rodziny # mediana za-
wsze istnieje, jest okreslona jednoznacznie i ma wtasnosc

PpiX <m(F)} = Pp{X <m(F)} = Pp{X 2 m(F)} = Pe{X > m(F)} = %
Mozna oczekiwal, ze w rozwazanym teraz modelu mediana z préby moze spet-
nia¢ taka sama role, jak srednia z proby w modelu gaussowskim. Zajmiemy sie
tym szczegdtowo w dalszym ciagu wyktadu, a teraz pokazemy tylko zachecaja-
cg ilustracje. Na rys. 3.1 przedstawiono gestosci rozktadu mediany M, z proby
X,,...,X,, pochodzacej z rozktadu Cauchy’ego, ktory — jak wiadomo — nie ma
wartosci oczekiwanej.
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1.0 n=25

X

!
|

x x x

-1 0 1 2 3 4 5

Rysunek 3.1. Rozklad mediany M, w modelu z rozkladem Cauchy’ego

Rozwazany teraz model zapiszemy formalnie w postaci
X]-:y+5]», j=1...,n, e~F, FeZ, m{F)=0; (3.1

(por. model (2.1)). Teraz obserwacja X ma rozktad F,(x) = F(x — u) o medianie
. Rozklad F jest znany. Zadanie polega na wnioskowaniu (estymacja i weryfi-
kacja hipotez) o nieznanym parametrze u.

Chociaz odejscie od rozktadu normalnego sprawia moc trudnosci technicz-
nych i koncepcyjnych, jest to konieczne ze wzgledu na rozszerzajacy si¢ zakres
zastosowan statystyki matematycznej: w matematyce finansowej, ekologii, ubez-
pieczeniach typowe rozktady to rozktady ,0 grubszych ogonach”: duze wartosci
obserwowanych zmiennych losowych pojawiaja si¢ czgsciej, niz by to wynikato
z modelu gaussowskiego. Tak jest na przyktad wtedy, gdy interesuje nas rozmiar
finansowej odpowiedzialnosci ubezpieczyciela w zwiazku z wypadkami losowy-
mi jego klientow przy ubezpieczeniu OC, AC oraz od wypadkéw przy pracy;
gdy interesuje nas strumien plikoéw przesytanych w internecie (bardzo duzo ma-
tych plikow i od czasu do czasu bardzo duzy plik), pojemnosc zt6z ropy naftowe;j,
rozmiary osiedli ludzkich lub tzw. zwroty w operacjach gietdowych. W szero-
kiej klasie F rozktadéw, ktore teraz musimy bra¢ pod uwage, znajduja sie takze
rozktady, dla ktérych srednia X, z proby jest bardziej rozproszona wokdt inte-
resujacego nas parametru 4, niz pojedyncza obserwacja (rys. 3.2).

W celu doktadniejszego wyjasnienia tego zjawiska rozpatrzmy jednoparame-
trowa klase rozktadow a-stabilnych, symetrycznych wzgledem zera. Jest to pod-
klasa rozwazanej przez nas klasy Z. Jezeli zmienna losowa X ma symetryczny
rozktad a-stabilny z parametrem A > 0, to jej funkcja charakterystyczna wyraza
sie¢ wzorem

EexplitX} =exp{—(Alt])*}, A>0. (3.2)

Proba X,...,X,, jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych, takich jak X,
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wicc dla funkcji charakterystycznej $redniej X, z tej préby mamy

- 12
Eexp{itX,} :Eexp<it;2X]~>
=t

= HEexp(z;X])
=1

a\ n
~(so(-45))
n
= exp{(=A(n"/*)]e])*}.

Poréwnujac te funkcje charakterystyczna z funkceja charakterystyczna (3.2),
widzimy, ze rozklad sredniej arytmetycznej rézni si¢ od rozktadu pojedynczej
obserwagji tylko parametrem skali. Dla rozktadu normalnego mamy a =2, wiec
parametr skali rozktadu sredniej rézni sie od parametru skali pojedynczej ob-
serwacji czynnikiem 1/4/7 (co juz doskonale wiemy z elementarnej statystyki
matematycznej). W przypadku rozkladu Cauchy’ego mamy o = 1, wigc rozkfa-
dy pojedynczej obserwacji i sredniej sa takie same. Dla @ < 1 mamy sytuacje jak
na rys. 3.2: usrednianie pogarsza dokfadnos¢ wnioskowania.

1.0 4
0.8
rozkfad pojedynczej obserwacji

0.6 —

0.4

0.2 4 rozkfad srednief
B— T — |
-1 0 1 2 3 4 5

Rysunek 3.2. Patologia?

3.2. Statystyki pozycyjne. Rozklad beta

W dalszej czesci wyktadu, zaréwno w biezacym rozdziale o modelach parame-
trycznych jak 1 w nastgpnym rozdziale o modelach nieparametrycznych, istotng
role beda odgrywaty statystyki pozycyjne. Wygodnym narzedziem w tych roz-
wazaniach bedzie rozklad beta.

Zmienna losowa X ma rozklad beta z parametrem (p,q), p,q > 0, jezeli jej
gestos¢ prawdopodobienstwa wyraza si¢ wzorem

Lp+q) ,_ _
b(x;p,q)= ———=x?"11—-x)7"!, xe€(0,1), p,q>0.
(550)= s =0, €@, pg>
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Dystrybuante tej zmiennej losowej bedziemy oznaczali przez B(x; p,q):

_TIp+9)
I'(p)'(q)

jest to znana z analizy matematycznej nickompletna funkcja beta. Wartos¢ funkgji
odwrotnej w punkcie , oznaczamy ja przez B~!(a; p,q), jest oczywiscie kwan-
tylem rzedu @ tego rozkladu (tej zmiennej losowe;j). Funkcje &(x; p,q), B(x; p,q)
oraz B~Y(x; p,q) sa funkcjami standardowymi w wielu pakietach komputero-
wych, wigc nie bedziemy si¢ tu zajmowali problemem ,jak to si¢ liczy”. Przykfa-
dowe gestosci rozktadu beta pokazano na rys. 3.3.

B(x; prq) joxtf’-l(l —eylds, 3.3)

b(x;p,q)

(1.5,7) 7.2)

0
Rysunek 3.3. Gestosci rozktadu beta (przyktady)

Zauwazmy, ze dla p = q gestosc jest symetryczna wzgledem srodka przedzia-
tu (0,1), wigc dla kazdego p > 0 mamy B (%, p,p)= % 1 podobnie dla kwantyla
B_l(%; P, p) = % . Odnotujmy jeszcze pozyteczny wzor wiazacy rozktad dwu-
mianowy z rozkladem beta:

i<7>x/(1—x)”_j:B(x;k,n—/e+l). (3.4)

j=k N

Dowdd tego wzoru polega na obliczeniu przez czesci catki (3.3), dla catkowitych
n oraz k.

Niech Xj,...,X,, bedzie proba z rozktadu F. Utworzmy, jak w rozdz. 2.1.1,
ciag statystyk pozycyjnych

Xl:n"' "Xn:n’ Xl:n S cee S Xnn (26)
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Latwo jest wyznaczy¢ dystrybuante rozktadu prawdopodobienstwa k-tej sta-
tystyki pozycyjnej X, ,, gdy proba pochodzi z rozktadu o dystrybuancie F € Z:

Fo ()= <”,>Ff(x)(1 —F(x)y. (3.5)

j=k N

Najprostsze uzasadnienie (wyprowadzenie) tego wzoru jest nastepujace. Pré-
ba X;,..., X, jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym roz-
ktadzie prawdopodobienstwa z dystrybuanta F. Nawiazujac do powszechnie
znanego schematu Bernoulliego, nazwijmy sukcesami zdarzenia polegajace na
tym, ze X i <x, j =1,...,n. Prawdopodobienstwo sukcesu jest oczywiscie row-
ne F(x). Zdarzenie polegajace na tym, ze X, < x jest rOwnowazne ze zdarze-
niem polegajacym na tym, ze w probie X|,...,X, pojawi si¢ co najmniej k suk-
cesow 1 stad wzor (3.5). Gestos¢ rozkladu prawdopodobienstwa k-tej statystyki
pozycyjnej dana jest wiec wzorem

!

— —F/e—l 1—F n—k )

o) = e P = FP )

Na mocy (3.4) i (3.5) mamy dla dystrybuanty rozktadu k-tej statystyki pozycyj-
nej wzor

By ,(x)=B(F(x);k,n—k+1). (3.6)

Wykorzystamy pézniej ten wzér do konstrukeji przedziatu ufnosci dla mediany.
Ogblniej, mozna ten wzdr wykorzysta¢ do konstrukgji przedziatu ufnosci dla
kwantyla dowolnego rzedu g € (0, 1).

3.3. Estymacja mediany u
3.3.1. Estymacja punktowa. Obciazenie estymatora

Mediang u rozktadu obserwacji bedziemy szacowali za pomoca mediany M,
z proby Xi,..., X, . Powiedzielismy juz na ten temat kilka stéw w rozdz. 2.1.1,
teraz zajmiemy si¢ tym dokladniej. Zgodnie z ogdlnie przyjeta umowa, mediane
M, z proby definiujemy wzorem

1 o . . .

o 3 (X, + X)), jezeli n jest parzyste,

n

T . (3.7)
Xutt,,s jezeli n jest nieparzyste.
.

Zauwazmy ze, w przypadku parzystego 7 liczba, ktora dzieli probe na pot, moze
by¢ kazda liczba postaci M%:n +(1— A)X%_H:n, A€(0,1); wybdr A= 1 jest w pet-
ni arbitralny i, jak si¢ p6Zniej przekonamy, moze sprawiac rézne ktopoty. Z tego
powodu w dalszym wyktadzie bedziemy wyraznie rozgraniczali przypadki ,,n
nieparzyste” 1,7 parzyste”.
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Zajmiemy sie przede wszystkim sprawa obciazonosci estymatora M,,. Zwy-
kta definicja, w ktérej estymator 7' nazywa si¢ estymatorem nieobciazonym pa-
rametru 0, jezeli E,T = 0 dla kazdego 0, nie znajduje tutaj zastosowania, bo
mediana M, moze nie mie¢ wartosci oczekiwanej. Z kolei nie mamy powodéw
do ograniczenia rozwazanej klasy Z rozktaddw o ciagtych i scisle rosnacych dys-
trybuantach do mniejszej klasy rozktadow, dla ktorych mediana z proby 1 ewen-
tualnie inne statystyki pozycyjne maja wartos¢ oczekiwana. Musielibysmy wte-
dy wykluczy¢ m.in. rozktady z ttustymi ogonami, tak wazne we wspéiczesnych
zastosowan probabilistyki w finansach, ubezpieczeniach, ekologii itp. Z drugiej
strony, catkowita rezygnacja z nieobcigzonosci estymatora bytaby zbyt daleko
posunieta decyzja: wszak musimy w jakis sposdb kontrolowa¢, jak rozktad dane-
go estymatora T sytuuje si¢ w stosunku do tego, co 7 ma estymowaé. Wprowa-
dzimy pojecie nieobciazonosci medianowej; bedziemy méwili, ze estymator T
jest estymatorem medianowo-nieobciazonym (lub nieobcigzonym w sensie me-
diany) parametru 0, jezeli dla kazdego € jego mediana Med,T = 6. Innymi sto-

wami, T jest estymatorem medianowo-nieobcigzonym parametru 0, jezeli
1
PAT <O} =Py{T >0} = > dla kazdego 6

(to oczywiscie przy zalozeniu, ze podobnie jak rozklad obserwacji X, takze roz-
ktad estymatora 7' ma ciagla i Scisle rosnaca dystrybunate, a wigc jednoznaczna
mediane).

Latwo jest sprawdzié, ze jezeli proba X;,...,X, ma nieparzysta liczbe ele-
mentow 7, to mediana M, z proby jest medianowo-nieobcigzonym estymatorem
mediany y rozktadu F,, obserwacji X. Na mocy (3.5) dystrybuanta mediany M,
wyraza si¢ wzorem

PM <x} B<F( )n+1 n+1> (3.8)
M, S xt = X — W) 5 ) .
wiec
n+1 n+1

P, <) =B (FO )

1 n+1 n+1 1
:B<—; , > =-. (3.9

27 2 2 2

W przypadku proby X, ..., X, o parzystej liczbie elementéw mediana M, zde-
finiowana wzorem (3.7), nie jest medianowo-nieobciazonym estymatorem me-
diany w i dla niektorych rozktadéw F,, obserwacji X réznica pomiedzy mediana
estymatora M,, 1 mediana ¢ moze by¢ bardzo duza. Nie podajemy tutaj dowodu
tego interesujacego faktu.
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3.3.2. Estymacja przedzialowa
Rozwazamy tylko przypadek nieparzystej liczby obserwacji #n w probie; wtedy
rozktad mediany probkowej jest okreslony wzorem (3.8). Niech x, (M,,) bedzie
kwantylem rzedu y estymatora M,,, tzn. liczba taka, ze

P[u{Mn S xy(Mn>} =7

Na mocy (3.8) otrzymujemy

n+1l n+1
x},(]l/[n):,u—i-}'h1 <B_1<;/; , >>

2 2

1 stad jednostronny przedziat ufnosci na poziomie ufnosci y:

1f 1 n+1 n+1
M, —F B ¥; , ,+o0o |.
2 2

W podobny sposéb, wychodzac z relacji
Plu{anl S xH_V(Mn)} =7

2

otrzymujemy dwustronny przedziat ufnosci na poziomie ufnosci y:

<M F_1<B_1<1+}/_n+1 n+1>>
n P ) P ) P 5

1+y n+1 n+1
Mn+F‘1<B_1< rer >> (3.10)
2 T2 T

Por. wzor (2.7), gdzie F jest rozkladem normalnym N(0, o).

Opisane konstrukeje przedziatéw ufnosci w modelach z parametrem potoze-
nia u sa bardzo ogdlne i ze wzgledu na to, ze klasa F rozwazanych rozkladéw
jest bardzo szeroka, znajduja liczne zastosowania. Przyktady zastosowan prezen-
tujemy dalej w rozdz. 3.5.

3.4. Testowanie hipotez o medianie u

Dla testowania hipotezy H : u = u, przy jednostronnej alternatywie K : u > g,
wyznaczajac x,_,(M,) z rownania

P[uo{Mn > xl—a<Mn)} =a,

otrzymujemy wartos¢ krytyczna

1o n+1 n+1
X_oM,)=uo+F (B (1—0a; , .

2 2
Moc tego testu wyraza si¢ wzorem

,3(/1):1—B<F [NO_M+F—1<B_1<1_Q;71-2|-1’n+1>>];n+1’n+1>

2 2 2
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W Swietle tego co do tej pory méwilismy, konstrukcja testu hipotezy
H : u = ug przy dwustronnej alternatywie K : u # y, nie nastrecza zadnych
nowych probleméw koncepcyjnych.

3.5. Zastosowania
3.5.1. Rozklad Cauchy’ego. Parametr polozenia i parametr skali

Rozktad Cauchy’ego wspominalismy juz na poczatku rozdz. 3. Ilustrowalismy
tam fakt, ze w przypadku rozktadu Cauchy’ego, ktéry nie ma wartosci oczeki-
wanej i ktdrego srednia probkowa ma taki sam rozktad jak pojedyncza obserwa-
cja, mediana probkowa moze spetnia¢ taka role, jaka w przypadku gaussowskim
spefnia srednia probkowa (rys. 3.1).

Pozornie rdznica migdzy modelem statystycznym z rozkfadem normalnym
1 modelem statystycznym z rozktadem Cauchy’ego jest niewielka (rys. 3.4).

[ I
5 43 2 A

Rysunek 3.4. Gestos¢ rozktadu normalnego i Cauchy’ego

To jednak, co si¢ dzieje na ogonach obu rozktaddw, istotnie zmienia zakres
sensownych zastosowan modelu gaussowskiego i modelu Cauchy’ego. Spdjrzmy
na przyktadowe realizacje ciagdw niezaleznych zmiennych losowych o jednako-
wym rozktadzie normalnym N(0, 1) 1 Cauchego C4(0,0.75) na rys. 3.5 (rozklady
takie same jak na rys. 3.4. Zwr6¢my uwage na rdznice skali na osi rzednych:

Wydaje si¢ oczywiste, ze rozktad Cauchy’ego lepiej nadaje si¢ do modelowa-
nia roznych proceséw na rynkach finansowych, w ubezpieczeniach oraz w eko-
logii, czyli tam, gdzie od czasu do czasu moga pojawiac si¢ jakies wyjatkowo
duze odchylenia. Wybdr modelu innowacji w szeregach czasowych oczywiscie
nie musi by¢ modelem Cauchy’ego; dalej powiemy o jeszcze innych modelach.

Zadanie estymacji mediany rozkladu Cauchy’ego oraz zadanie weryfikacji
hipotez o medianie rozwiazujemy tak, jak to w ogdlnym przypadku dowolnego,
ale znanego rozktadu F, przedstawilismy w rozdz. 3.3 1 3.4.
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100

50

-50 4

-100 —
Rysunek 3.5. Szereg czasowy N(0,1) oraz Ca(0,0.75)

W przypadku rozktadu Cauchy’ego ze znanym parametrem skali A i niezna-
nym parametrze polozenia u, o dystrybuancie i kwantylach postaci

t1 x—y o 1
Fyp(x)= 5 +;arCtg<T>, For)= N+/1tg<<}/— 5>7r>,

otrzymujemy dwustronny przedziat ufnosci na poziomie ufnosci y:

(M, — AC(y,n), M, + AC(y,n)),

I+y n+1 n+1 1
Cly,n)=t B! ; , - = .
(o) g<< < 2 2 2 > 2>”>

Obliczanie tych granic realizuje sie tatwo w kazdym standardowym pakiecie
komputerowym.

gdzie

Jezeli rozpatrujemy rozklad Cauchy’ego jako rozklad innowacji w szeregach
czasowych (por. rys. 3.5), to zwykle przyjmujemy, ze mediana tego rozktadu jest
réwna zeru (rozktad jest symetryczny wzgledem zera), a zmiennos¢ rozwazane-
go procesu jest opisywana za pomoca parametru skali tego rozktadu. Dystrybu-
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anta innowacji X wyraza si¢ wtedy wzorem

A

Problem estymacji parametru skali A moze by¢ czeSciowo rozwiazany za pomoca
przedstawionych wyzej narzedzi. Mianowicie, jezeli zmienna losowa X ma roz-
ktad (3.11), to zmienna losowa | X | ma rozktad o dystrybuancie (2/7)arctg(x /),
ktérego mediana jest rowna A. Mediana M, = |X| ny, 2 proby |X|,,...,|X],

1 1 x
F/{(x)=5+;arctg<—>. (3.11)

jest medianowo nieobcigzonym estymatorem parametru A. Przedstawiona wy-
zej konstrukeja przedziatu ufnosci i testow dla parametru potozenia ¢ wymaga
odpowiedniej modyfikacji w przypadku parametru skali A.

3.5.2. Rozklad Levy’ego. Parametr skali

Oprocz rozkladu normalnego (@ = 2) i rozktadu Cauchy’ego (o = 1), rozklad
Levy’ego (@ = %) jest jednym z trzech rozktadéw a-stabilnych, dla ktorych ge-
stos¢ prawdopodobienstwa wyraza si¢ w jawny spos6b fatwym wzorem. Ma ona

postac
[ A
filx)= %x_yze_l/zx, A>0, x>0.

W odréznieniu od obu wspomnianych rozktadéw, nosnikiem tego rozktadu jest
dodatnia pdtos (rys. 3.6). Rozktad Levy’ego, obok takich rozktadéw jak rozktad
gamma, moze modelowaé, na przyktad, wielkosci roszczen w ubezpieczeniach.

1.0 4
0.8 4
0.6

04|/

0.2
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Dystrybuanta tego rozktadu wyraza si¢ wzorem

e a)

Dla funkgji kwantylowej F~1(g) fatwo orzymujemy

A

Fl(q)= =
1—¢q/2

Dla mediany mamy wiec

1
F;1<—> =2.19811,
2

zatem M, /2.1981 jest medianowo nieobciazonym estymatorem parametru ska-
li A
3.5.3. Rozklad Pareto. Parametr ksztaltu

Standardowy rozktad Pareto ma gestos¢ prawdopodobienstwa oraz dystrybuante
okreslone wzorami

fa<x>=a<1)a+l, Ew=1-(1)" w21

Rozktad ten bywa stosowany w naukach spotecznych, geofizyce 1 aktuaria-
cie. Poza ekonomiy jest czasem nazywany rozkladem Bradforda. Pareto orygi-
nalnie uzywat tego rozktadu do opisu alokacji dobr w spoteczenstwie, gdyz, jak
zauwazyt, wigksza czes¢ bogactwa dowolnego spoteczenstwa jest w posiadaniu
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niewielkiego procenta jego cztonkow. W informatyce modeluje losowe wielko-
sci plikéw przesytanych w internecie (duzo matych plikéw, mato duzych plikow)
oraz losowe czasy wykonywania procesu obliczeniowego przez superkomputer
(niewiele dtugich procesow, duzo krotkich). Tutaj zajmujemy si¢ nim, bo jest in-
teresujacym przyktadem medianowo nieobciazonej estymacji parametru ksztat-
tu a. Funkcja kwantylowa tego rozktadu ma postaé

EN(q)=(1-q)7"5,

wiec mediana jest réwna ¥/2. Korzystajac z faktu, ze mediana prébkowa M,
z préby o nieparzystej licznosci 7 jest medianowo nieobciazonym estymatorem
mediany rozktadu, z ktdrego pochodzi préba, otrzymujemy

1 log2
_:Pa{MnSw}:Pa{aS 5 }’

2 ogM,

skad wynika, ze log2/logM,, jest medianowo nieobciazonym estymatorem pa-
rametru ksztaltu .
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4.1. Problem i oznaczenia

W dalszym ciagu zajmujemy si¢ ciagiem X, ..., X, obserwacji postaci
X]- =ute;, 1=1...,n,

gdzie u jest ustalona, nieznang liczba oraz e,,...,¢,, jest ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie F € Z. W tym rozdziale nie
zaktadamy, ze rozklad F € F jest znany; zakladamy jedynie (jak do tej pory
w calym wyktadzie), ze jego mediana jest rowna zeru, tak ze obserwacja X ma
rozktad F ,(x) = F(x — u) o nieznanym ksztalcie F 1 nieznanej medianie u. Tak
jak w calym naszym wykladzie, zadanie polega na estymacji mediany u i te-
stowaniu o niej hipotez. Teraz o rozkladzie F, z ktorego pochodza obserwacje
X,,...,X,, wiemy tak malo, ze jedyny sposob wnioskowania na jego temat pole-
ga na zastapieniu go rozktadem empirycznym i budowanie estymatorow i testow
w oparciu o ten rozktad. Rozktad empiryczny rozktadu F bedziemy oznaczali
przez F,. Formalnie definiujemy go wzorem

1 n
Fn(x) = ; Z 1(—oo,x]<X])’
7j=1
gdzie
1, jezeli X; <x,
L) (X)) = g
S 0, w przeciwnym przypadku.

Jest to funkcja schodkowa o skokach wysokosci 1/n w punktach X, (rys. 4.1).

Istnieje oczywiscie wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé miedzy
dystrybuanta empiryczng F, a ciggiem X, ,..., X, statystyk pozycyjnych.

>itnin
Wnioskowanie o parametrze u bedziemy opierali na tych statystykach.
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0.8

0.6

0.4

0.2

0 1 T T T T 1
X5 Xoi5 X35 X4 X5.5

Rysunek 4.1. Dystrybuanta F i dystrybuanta empiryczna Fs

4.2. Estymacja mediany u
4.2.1. Estymacja punktowa mediany u

Jezeli liczba 7 elementoéw w probie jest nieparzysta, to za estymator mediany u
przyjmujemy, zgodnie z definicja (3.7), M, = X S Jest to estymator mediano-
wo nieobcigzony; dowdd jest identyczny jak w (3.9), gdyz nie korzystalismy tam
z faktu, ze rozktad F jest znany.

Jezeli liczba 7 elementéw w probie jest parzysta, to estymator M,,, okreslo-
ny wzorem (3.7), jest obciazony. W modelach parametrycznych ze znanym roz-
ktadem F moglismy zbada¢ obciazenie estymatora i1 ewentualnie dokona¢ jego
modyfikacji na drodze badan symulacyjnych. Teraz nie mamy takiej mozliwo-
sci 1 musimy sie liczy¢ ,z najgorszym”. A to najgorsze wyglada w nastepujacy
sposob. Niech Med (M) oznacza mediang rozkladu estymatora M,, gdy pro-
ba X;,...,X, pochodzi z rozktadu F, i niech m(F) oznacza mediang¢ rozkladu
F (wprowadzilismy juz dawniej to oznaczenie). Mozna udowodnié, ze dla kaz-
dej, dowolnie duzej liczby C > 0 w rozwazanej klasie rozkladow Z znajdzie sie
rozklad F taki, ze |Med(M,) — m(F)| > C. Medianowe obciazenie estymatora
M, = %(X 1., +Xn +1:p) Mozna usunac przez dodatkowa randomizacje: wystarczy
za M, przyja¢ jedna z dwéch, wybranych losowo, z jednakowym prawdopodo-
bienstwem, statystyk pozycyjnych X 1y lub X N

4.2.2. Przedzial ufnosci dla mediany u

Zacznijmy od konstrukcji przedziatu ufnosci dla kwantyla x, = F ~!(g) dowol-

nego rzedu g € (0, 1); wtedy przedzial ufnosci dla mediany bedzie szczeglnym
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przypadkiem dla g = % Zajmiemy si¢ najpierw przedzialem jednostronnym po-

staci (X.,,,+00). Skoro ma to by¢ przedzial ufnosci na zadanym poziomie uf-

nosci y, to powinni$my wybraé wskaznik i € {1,2,...,7} w taki sposéb, zeby
Ppi{X;,, < x,} > y dla kazdego F € Z. Poniewaz X, < X, gdy i < j, wiec

jno
rozsadnie jest oczywiscie wybrac najwigksza liczbe 7 = i(n,y) spelniajaca poda-
ny warunek. Korzystajac z wzoru (3.5) na dystrybuante i-tej statystyki pozycyj-
nej z proby Xi,..., X, mamy

PF{Xi:n < xq} = PF{Xi:n < F_l(OI)}
-3 <) (FF ) (1- FF (@)™
j=i M
=2 <?>qf(1 —q)".

Zatem rozwiazaniem jest najwieksze i = i(n,q) takie, ze

n

> | <?>qi(1 -9y >y

j=i(ny

Przedziat ufnosci na poziomie ufnosci y dla kwantyla rzedu g € (0, 1) nie zawsze
istnieje; istnieje tylko wtedy, gdy

]Z: <7;>qf(1 —q)"7 2y,

tzn. gdy (1 —¢)” < 1— y: na podstawie zbyt malej proby nie da si¢ wyznaczy¢
przedziatu ufnosci na zbyt duzym poziomie ufnosci.

Jako wniosek otrzymujemy jednostronny przedzial ufnosci dla mediany
(X,.,,»+00), gdzie i = i(n, %) €{l,...,n} jest naywieksza liczba taka, ze

27 Z <7Z> Z y.
s=ilmy) N
Ze wzgledu na dyskretnos¢ rozktadu faktyczny poziom ufnosci
1 —_n 4 n
=2 >0 < >
j=itny) M

moze oczywiscie by¢ wiekszy od zatozonego y. Dla y = 0.9 i kilku wybranych
licznosci n préby X, ..., X, ilustruje to ponizsza tabelka:
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no|i(ny)| v

5 1 0.969
10 3 0.945
20 7 0.942
50 20 0.940

Dwustronny przedzial ufnosci konstruujemy w postaci (X;.,,, X;.,,). Mamy

PF{Xi:n < F_l(q> < X]n} = PF{Xi:n < F_l(q)} _PF{Xj:n > F_l(q)}>

=1y
S ("Yer-ar
s=i NS
i powstaje problem wyboru wskaznikéw (i, j) w taki sposéb, zeby
=
Z<S>q‘(1—q)”“2% (4.1)
s=1
Z problemem niejednoznacznosci dwustronnego przedziatu ufnosci spotkalismy
si¢ juz w rozdz. 2 przy okazji konstrukeji przedziatu ufnosci dla wariancji w mo-
delu gaussowskim. Tutaj naturalng miara dtugosci przedziatu ufnosci jest rézni-
ca j — i. Konstrukcje najkrétszego przedziatu ufnosci dla mediany zilustrujemy
przyktadem préby o licznosci 7 = 7; fatwo wytoni sie stad ogdlna, niezbyt trud-
na dla komputerowego zaprogramowania, konstrukcja.
We wzorze (4.1) wprowadzmy oznaczenie bin(s; n,q) = (?)q*(1—¢)" . Po-
nizsza tabelka podaje wartosci bin(s;7, %)

bin(s;7, %)

[

0.0078
0.0547
0.1641
0.2734
0.2734
0.1641
0.0547
0.0078

NN U AW N = O

Wynika z niej na przyklad, ze prawdopodobienstwo pokrycia mediany u
przez przedzial ufnosci (X,.,,X;s.,) wynosi 0.1641 + 0.2734 + 0.2734 = 0.7109.
Dla pozostatych mozliwych przedziatéw ufnosci otrzymujemy prawdopodo-
bienstwa pokrycia tak, jak to pokazuje kolejna tabelka:
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(X3:7’X4:7) 0.2734
(X,7,Xs5) | 0.2734
(X3:7’X5:7) 0.5468
(X2:7’X5:7) 0.7109
(X3:7’X6:7) 0.7109
(X7, X,,) | 0.8750
(X1:7’X6:7) 0.9297
(X2:7’X7:7) 0.9297
(X5, X,,7) | 0.9844

W konsekwencji, dla przyktadowego n = 7 oraz wybranych pozioméw uf-
nosci y, otrzymujemy przedzialy ufnosci dla mediany oraz faktyczny poziom
ufnosci y*:

Y Przedziat ufnosci Y

0.90 | (X;,X;) lub (X,,X;) | 0.9297
0.95 (X,,X,) 0.9844
0.99 nie ma —

4.3. Testowanie hipotez o medianie u

Weryﬁku]emy hlpoteze; H:u= f4o na podstaw1e proby X,,..., X, z rozkladu
, 0 ktorym nie wiemy nic wigcej ponad to, ze ma ciagly i sc1sle rosnaca dystry-

buantf;. Réwnowazne sformufowanie hipotezy ma posta¢ H : F,, (1) = 5. Z ta-

kiego sformutowania weryfikowanej hipotezy wynika w sposob naturalny naste-

pujaca metoda jej testowania. Przeksztalémy probe X, ..., X, wprobe Y3,...,Y,

7a pomoca Wzorow

Vi = oo (X)) = {
Jezeli préba X,,..., X, pochodzi z rozkladu F , to zero-jedynkowa proba

1, jezeli Xj < o
0, w przeciwnym przypadku.

Y,,..., Y, moze by¢ traktowana jak préba z rozktadu dwumianowego, w ktérym
prawdopodobienstwo jedynki jest

0=F,(u). 4.2)

Zadanie weryfikacji hipotezy o medianie zmiennej losowej X zamienia si¢ w row-
nowazne zadanie weryfikacji hipotezy o prawdopodobienstwie sukcesu & w roz-
ktadzie dwumianowym.

Jezeli weryfikujemy H : u = yg przy jednostronnej hipotezie alternatyw-
nej K : u < g, to réwnowazne zadanie dla rozktadu dwumianowego polega
na weryfikacji hipotezy H' : 0 = % przy jednostronnej hipotezie alternatywnej
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K :0> % Tu i dalej symbole primowane dotycza problemu testowania hipotez
o parametrze 0 i s3 odpowiednikami symboli w problemie testowania hipotez
o parametrze . Odpowiednia (w bardziej zaawansowanych wykladach statysty-
ki matematycznej dowodzi sig, ze faktycznie jedyna) statystyka dla testowania
hipotezy H’ jest liczba sukceséw S, = Z;’zl Y}, a zdarzeniem losowym, ktore
na zadanym poziomie istotnosci @ dyskwalifikuje hipoteze H', jest {S, > k(a)},
gdzie k() jest liczba wybrang w taki sposéb, zeby prawdopodobienstwo odrzu-
cenia H’, gdy jest ona prawdziwa, nie przekraczato a:

PyAS, > k(a)} <a. (4.3)
Moc 3'(0) tego testu wyraza si¢ wzorem

B(0)="Pp{S, > k()}.

Jezeli by > k,, to Pp{S, > k;} < Pyi{S, > k,}, wiec dla uzyskania mozliwie
najwickszej mocy testu, k(@) powinno by¢ najmniejsza liczba spetniajaca (4.3).
Poniewaz rozktad dwumianowy jest dyskretny, moze nie istniec takie k(2), zeby
PyAS, > k(a)} = a. Na przyktad dla proby o licznosci » = 50, dla wartosci
krytycznej testu na poziomie istotnosci @ = 0.05 mamy £(0.05) = 32, przy czym
faktyczny poziom istotnosci testu wynosi 0.0325. Podobnie dla #» = 20 mamy
k(0.05) = 15 i faktyczny poziom istotnosci 0.0206. Wykresy mocy obu testéw
przedstawia rys. 4.2.

B(©O)

0

Oryginalna hipoteza H : u = u, dotyczy zmiennej losowej X o nieznanym
rozktadzie F,, z mediana u. W terminach oryginalnej zmiennej losowej X obszar

krytyczny testu ma postac {Z;l=1 Ly, 400)(X;) > k(a)}, wiec moc tego testu
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w terminach mediany ¢ wyraza si¢ wzorem
ﬁ(/")zPy{le[yo,+oo)(Xj)>/€(a)}> (4.4)
]:
co jednak zalezy nie tylko od mediany , ale takze od nieznanego rozktadu F

obserwacji X. Na mocy (4.2) moc testu hipotezy H : u = g, przy alternatywie
H : u < uy moze by¢ przedstawiona w postaci

B(p) = B'(F (10))-
Dla trzech roznych rozkladow F (rozktadu normalnego, rozktadu Laplace’a

o gestosci proporcjonalnej do exp{—|x|} oraz rozktadu Cauchy’ego) moc jest
przedstawiona na rys. 4.3.

1.0 -
084
0.6 -
0.4 -

0.2 4

u

0
Rysunek 4.3. Moc dla rozktadu Gaussa (—-), Laplace’a (- - -), Cauchy’ego (......)

Przypadek dwustronnej hipotezy alternatywnej jest technicznie troche bar-
dziej ztozony, ale w stosunku do wszystkiego, o czym dotychczas méwilismy
w naszym wykladzie, nie stwarza zadnych nowych probleméw merytorycznych.
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W catym wyktadzie rozwigzywalismy tylko jedno zadanie: w celu oszacowania
lub zweryfikowania hipotezy o pewnym nieznanym parametrze rzeczywistym
u, wykonywalismy odpowiednie obserwacje X, ..., X, tej wielkosci. Kazda ob-
serwacja X i j=1,...,n,réznitasi¢ od u o pewna losowa wielkosc e j (statystycz-
ny blad obserwacji). Jezeli o naturze bledu ¢ nic nie wiemy, to o wielkosci u nie
potrafimy nic powiedziec. Jezeli potrafimy opisa¢ biad losowy ¢ w terminach
teorii prawdopodobienstwa, tzn. jezeli potrafimy cos powiedzie¢ o rozktadzie
prawdopodobienstwa tego btedu losowego, wowczas w tych samych terminach
potrafimy odpowiedzieC na rézne pytania na temat parametru u. W ten sposob
wnioskowanie o u staje si¢ wypadkowa naszej wiedzy a priori o tym parametrze
1 wiedzy uzyskanej z obserwacji X,,...,X,.

Rozktad prawdopodobienistwa btedu losowego u oznaczalismy ogélnie przez
F (dystrybuanta); wtedy obserwacja miata rozktad F, taki, ze F,(x) = F(x — u).
Kolejno rozpatrywalismy cztery, coraz bardziej oglne modele naszych obserwa-
g1 Xy,..., X :

e Model I: F jest rozkladem normalnym N(0, o) o znanym odchyleniu stan-
dardowym o.

e Model II: F jest rozktadem normalnym N(0,¢) o nieznanym odchyleniu
standardowym o.

e Model III: F jest znanym rozktadem o ciaglej 1 Scisle rosnacej dystrybuan-
cie.

e Model IV: F jest nieznanym rozktadem o ciaglej i scisle roancej dystry—
buancie. W tym przypadku wydaje sig, ze ,faktycznie nic nie wiemy”, ale
okazu]e sig, ze wiedza o tym, ze jest to dystrybuanta ciagta i scisle monoto-
niczna jest juz wystarczajaca, zeby w potaczeniu z informacja z obserwacji
X,,...,X, mozna bylo powiedziec cos niebanalnego na temat interesujace-
go nas parametru Y.

Spojrzmy jeszcze raz na uzyskane wyniki i przyjrzyjmy sie dokfadnosci
whnioskowania w kolejnych modelach. Doktadnos¢ wnioskowania opisujemy za
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pomoca szerokosci przedziatu ufnosci dla p. Zalezy ona oczywiscie od rozktadu
F bledu i od licznosci 7 préby X, ..., X, . Ponizej przedstawiamy pordwnania
numeryczne dla rozktadu normalnego N(0, 1) z dystrybuanta ® oraz dla » = 25.
Tak jak w catym wyktadzie przez y oznaczamy poziom ufnosci.

W modelu I otrzymalismy w rozdz. 2 przedziat ufnosci (2.3):

- o - o
<Xn - Z(1+y)/2ﬁ’Xn + Z(l+y)/2ﬁ> : (5.1)

W modelu IT otrzymalismy w tym samym rozdz. przedziat ufnosci (2.24):

— I+y A - 1+y S
<X”_t”"1< 2 >¢T1’X”+t”‘1< 2 >¢T1> ©-2)

W modelu III otrzymalismy w rozdz. 3 przedziat ufnosci (3.10):

<M <I>_1<B_1<1+}/'n+1 n+1>>
" 27 27 2 ’

o (1+y nH+1 n+1
M,+@ (B ) ) 69

W modelu IV otrzymalismy przedziat ufnosci postaci

(X X ): (5.4)

n’

Przedziaty ufnosci (5.1) oraz (5.3) maja deterministyczna dtugosé, zalezna
tylko od 7. Polowe ich dtugosci oznaczamy, odpowiednio, przez D(5.1) oraz
D(5.3). Przedziaty (5.2) oraz (5.4) maja losowa dtugosc, wiec do dalszych porow-
nan wezmiemy oczekiwane wartosci ich dtugoéci, ktére oznaczymy, odpowied-
nio, przez D(5.2) oraz D(5.4). Otrzymujemy

1+}/> E(S)
2 Jn—-1

D(.2)=t,_, <
1 na mocy wzoru (2.19) mamy

2 I'(:
2

Dla D(5.4) otrzymujemy
1
D(5.4)= z(EN(O.l)Xj:n — Eno.yXim)>
gdzie przez Eyq )X}, oznaczylismy wartos¢ oczekiwang j-ej statystyki pozy-
cyjnej z proby Xi,...,X,, gdy ta proba pochodzi ze standardowego rozktadu
normalnego N(0, 1).
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Po wykonaniu obliczen otrzymamy:

v | DG.) | DG2) | DG3)Y | DGA)
0.90 | 0.3290 | 0.3386 | 0.4087 | 0.4086
0.95 | 0.3920 | 0.4085 | 0.4872 | 0.5193
0.99 | 0.5152 | 0.5536 | 0.6411 | 0.7641

Tabelka dobitnie ilustruje znaczenie wyboru modelu statystycznego i staty-
styk (srednia? mediana? inne statystyki pozycyjne?), na ktérych ma by¢ oparte
wnioskowanie o interesujacych nas wielkosciach.



Oznaczenia

N(u,0) — rozktad normalny o $redniej u 1 odchyleniu standardowym o

®,0 — dystrybuanta i gestoé¢ standardowego rozktadu normalnego N(0,1)

z, =97 Y(a) — kwantyl rzedu a rozktadu N(0, 1)

x; — zmienna losowa o rozktadzie chi-kwadrat z v stopniami swobody

x1(@) — kwantyl rzedu a rozkladu chi-kwadrat o v stopniach swobody

G,g, — dystrybuanta i gestos¢ rozktadu chi-kwadrat o v stopniach swobody

z, — zmienna losowa o rozktadzie ¢ Studenta z v stopniami swobody

t,(a) — kwantyl rzedu a rozkfadu ¢ Studenta z v stopniami swobody

L, — zmienna losowa o niecentralnym rozkladzie ¢ Studenta z v stopniami swo-

body i parametrze niecentralnosci A
H,,h,, — dystrybuanta i gestos¢ zmiennej losowej ¢,
B(x; p,q), b(x; p,q) — dystrybuanta i gesto$¢ rozktadu beta z parametrem (p, q)
B~ Ya;p,9) — kwantyl rzedu a rozktadu beta z parametrem (p, q)

F — rodzina wszystkich rozktadéw o ciaglej i $cisle rosnacej dystrybuancie
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