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Problem. Zmienna losowa X ma rozklad
Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu 6,
jezeli

Pg{XIl}ZHZl—PQ{X:O}, 0<bf<l1

X1, Xs, ..., X, — proba z rozktadu (1)

S, = Z?:l X; jest minimalna i zupelna statystyka
dostateczng

Interesuje nas przedzialowa estymacja parametru 6,
o ktérym wiemy tylko to, ze ”"lezy gdzies w prze-
dziale (0,1)”: model statystyczny z przestrzenia pa-
rametrow 6 € (0, 1).



Definicja. Losowy przedzial

(865.),9(5))

nazywamy przedziatem ufnosci dla parametru 6 na
poziomie ufnosci -y, jezeli

Py{0(S,) <0 <0(S,)} >~ dlakazdego 6 € (0,1)

Fisz (1967) w rozdz. 13.8 (s. 509)

Lehmann (1968) w rozdz. I11.5 (s. 104 - rodzina zbio-
réw ufnosci)

Bartoszewicz (1996) w rozdz. V.9 (s. 296 - rodzina
zbioréw ufnodci)

Niemiro (1999) w rozdz. 6 (s. 151)
Trybuta (2001) w rozdz. I111.13 (s. 179)
Magiera (2007) w rozdz. 3 (s. 83)



Inna definicja (formalnie poprawna):

Pp{0(S,) <0 <0(S,)} =~ dlakazdego 0 € (0,1)

Gajek (1996) rozdz. 4.5 (s. 82). Ale (kilka wierszy
nizej): Uniwersalny przedzial ufnosci z nieréwnosci

Czebyszewa ,

P(Xn—5<9<)_(n—i—5)21—0—2
ne

Krzysko (2004) rozdz. 2.6 (s. 131, Def. 2.11)

Plucinska (2000) rozdz. 5.9 (s. 268, Def. 5.62) |ale
gdy X jest zmienng losowa typu skokowego, nowa
Def. 5.65 z nieréwnoscia >|

Fisz (1967), Magiera (2007) i Trybuta (2001) w ko-
mentarzu do definicji z > dodaja dla zmiennych lo-
sowych ciaglych piszemy =

Silvey (1978) dwa pojecia: p.ufn. na poziomie v, wtedy
= oraz p.ufn. "na poziomie ufnosci co najmniej v”,
wtedy >



W niektérych podrecznikach przedziaty ufnosci sa
wprowadzane w sposob opisowy, bez jawnego formu-
lowania definicji, ale za to z obszerniejszg interpreta-
cja i przyktadowymi konstrukcjami (Cramér(1958) w
rozdz. X1.34, Zubrzycki (1966) w rozdz. VIIL.50, Klo-
necki (1999) w rozdz. 10, Koronacki (2004) w rozdz.
3.3 ).

Ale zdarza sie i tak:



Cytuje:

Zadaniem estymacji przedziatlowe]j jest skonstruowanie na podsta-
wie préby losowej przedziatu, o ktérym mozna z duza dozg prze-
konania powiedzie¢, iz zawiera prawdziwg wartos¢ szacowanego
parametru... Jezeli préba nie zostata jeszcze zaobserwowana, jest
to przedzial o losowych koncach... estymator przedziatlowy jest
wyznaczony przez dwie zmienne losowe, w przeciwienstwie do es-
tymatora punktowego, ktéry jest pojedyncza zmienng losows. ...

Otrzymane na postawie zaobserwowanej proby wartosci estyma-
toréw przedziatowych bedziemy nazywali przedzialami ufnosci.

Zaobserwowawszy probe losowa X1, Xo,..., X, , czyli majac
realizacje tej proby «x1,x2,...,x, , mozemy obliczy¢ realizacje
Sredniej w prébie, = i podac przedzial ufnosci dla {4 na poziomie
ufnosci 1 — «



Nadal cytuje:

Sciste znaczenie sformulowania ”zadana doza przekonania”, ktére
w statystyce zastepuje sie pojeciem ”zadanego poziomu ufnosci”,
zostanie wyjasnione w dalszym ciggu tego podrozdziatu.

Wprowadzenie pojecia poziomu ufnosci 1—a« , niejako w miejsce
prawdopodobienstwa 1—a , jest potrzebne i nie jest mno-
zeniem bytoéw ponad potrzebe. O prawdopodobienstwie mozna
moéwicé tylko wtedy, gdy mamy do czynienia ze zmiennymi loso-
wymi. Gdy méwimy o realizacjach zmiennych losowych, méwienie
o prawdopodobienstwie traci sens. Przedzial (3.22) nie jest juz
przedzialem losowym, jest zas zwyklym przedziatem na osi licz-
bowej i albo zawiera nieznang liczbowa wartos$¢ Srednig p , albo
nie. Jak zatem rozumie¢ pojecie poziomu ufnosci?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, wr6émy do réwnosci

_ o _ o
P (X _zl—a/Qﬁ < up< X+21—a/2%) =1-aq,

ktora opisuje prawdopodobienstwo zajscia dobrze okreslonego zda-
rzenia losowego. Odwotajmy sie do czestosciowe]j interpretacji praw-
dopodobienstwa, ktéra powiada, ze gdybysmy dysponowali nie
jednag a 1 milionem $rednich prébkowych X, to oczekiwaliby$my
zajScia zdarzenia

RS [9_0 — Zl—a/2%a5€+ Zl—a/Q%}

z czestoscig (1—a)10°%/10°% = (1—a). I tak wlasnie nalezy rozumieé
pojecie poziomu ufnosci: dla okolto 100(1 — )% préb losowych
obliczony przedzial ufnosci zawiera szacowany parametr.



Definicje formalnie niepoprawne.

Przestrzen statystyczna z rodzing rozktadéw P lub

{Pg, 0 c @}
Koronacki (2004, s.212):

” Jak zobaczylismy we wszystkich wczesniejszych przy-
padkach, naszym celem jest znalezienie przy dowol-
nym ustalonym poziomie ufnosci 1 — « takich dwoch
funkcji h1(+) i ho(+) préby losowej, aby byta spelniona
réwnosc

P (hi(X1,X2,...,X,) <0< ho(X1, Xo,..., X))

gdzie 0 jest parametrem, dla ktorego konstruujemy
przedziat ufnosci”.

Dla formalnej poprawnosci wystarczy zamiast P na-
pisa¢ Py i dopisa¢ kwantyfikator ”dla kazdego 6”.



Postugiwanie sie symbolem P w statystyce, bez wy-
raznego wskazania o ktore P € P chodzi, brak kwan-
tyfikatora (czy chodzi o jakies jedno, szczegdlne P,
czy o kazde P € P) uwazam za formalna niepopraw-

nosc¢. Taka sama niedoktadnosé jest u Fisza (1967, s.
509 ), Kali (2002, s. 52) i Plucinskiej (2000, s. 268).



Przedziatl ufnos$ci. Przedzialy ufnosci wymyslit
Jerzy Splawa-Neyman. Neyman (1934) pisze, ze roz-
wiazanie problemu estymacji, o ktérym mowit,

”consists in determining certain intervals, which I
propose to call the confidence intervals” .

Konstrukcja: Cramér (1958), Zubrzycki (1966)

Cytuje ogdblng, przejrzysta i Swietnie nadajaca sie
do dydaktyki nawet na elementarnym poziomie kon-
strukcje przedziatu ufnosci podana przez Zubrzyc-
kiego (1966, s. 306); w ponizszym cytowaniu uzy-
wam oryginalnych oznaczen Zubrzyckiego, wiec po-
szczegolne symbole moga oznacza¢ cos innego niz w
podstawowym tekscie tej prezentacji:
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Konstrukcja przedzialéw ufnosci... jest bardzo ogdlna i przy pew-
nych zatozeniach co do cigglosci rozktadéw da sie powtoérzy¢ dla
dowolnego parametru. Mozna jg tez stosowa¢ w przypadku kilku
parametréw jednoczesnie i budowadé dla nich obszary ufnosci.
Niech bowiem X bedzie wielowymiarows przestrzenig euklidesowg
punktéw x = (x1,...,T,) reprezentujacych wyniki obserwacji.
Niech dalej 2 bedzie przestrzenig warto$ci parametru 6 (liczbo-
wego lub wektorowego) wyznaczajacego w X rozklad o gestosci
fo(xz). Ustalmy « z przedzialu 0 < a < 1 i dla kazdego 6 €
wybierzmy zbidr Sg C X, taki ze

/ fo(z)dx = a.
Se

Rozwazmy teraz w przestrzeni X X 2 zbiér D tych wszystkich
punktéw (z, 0), dla ktérych jednocze$nie € Q iz € Sy. Wwcezas
(poréwnaj rysunek Z) dla ustalonego 6 € Q zbiér {(x,0):x € Sp}
jest przekrojem zbioru D réwnoleglym do osi x. Zbiér D ma
te wlasnos¢, ze niezaleznie od tego, czy parametr 6 ma ustalong
wartos¢, czy tez uwazamy go za zmienng losowag o jakims$ rozktla-
dzie prawdopodobienstwa, losowy punkt (x, ) bedzie nalezal do
D z prawdopodobienstwem «. A teraz zapiszmy przynaleznosé
punktu (x, ) do D inaczej, biorgc pod uwage przekroje zbioru D
rownolegte do osi 0. Oznaczmy

T, ={0:(x,0) € D}.

Woéwczas trzy zapisy

e, x€&lSy,

(x,0) € D,

re X, 0eT,
okreslajg na trzy sposoby przynalezno$é punktu (z,60) do zbioru
D. Wobec tego T, sa poszukiwanymi przez nas przedzialami uf-
nosci o poziomie ufnosci o, majacymi te wlasnos¢, ze niezaleznie
od tego, czy 6 jest ustalone, czy losowe, z ustalonym prawdopo-
dobienstwem « losowy przedzial T, odpowiadajacy obserwacji x,

zawiera wartos¢ parametruf, okreslajacg rozktad, wedtug ktérego
losowano x.

11



SN

0

Rys. Z. Ogdlna konstrukcja przedziatu ufnosci
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Rachunki dla frakcji (p.ufn. jednostronny):
Rozktad dwumianowy

k

Pp{Sn < k} = Z (;’)93’(1 "I, k=0,1,...,n,
j=0

nie jest ciagly, wiec go uciaglamy

Po{Sn <z} =Bn—z,x+1;1—-0), x€[—1,n]

0.5 —

P
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Dla ustalonej liczby v € (0,1) definiujemy funkcje
(0,1) 50 — ¢,(0) € [0,n):

Po{Sn < 4,(0)} =~ ()

Jej odwrotnoéé: [0,n) 3 x — ¢ *(z) € (0,1):

g, (0) = x Pp{S, <z}=~
B(n—x+1,z;1-0)=~
B(zyn—x+ 1;0)=1—~

=B '(zx,n—x+1;1—7)

TTu

Wiec
¢, (x)=B Hz,n—z + 1;1—7)
Funkcja 0 — ¢.,(0) jest rosnaca, wiec

Py{Sn < a,(0)} = Po{a;" (Sn) < 0}

Zatem, jezeli 0 < 5, < n, to
(B_l(Sn, n—S,+1;1—7), 1)

jest przedzialem ufnosci dla 6 na poziomie ufnosci
v; jezeli S, = 0, to przedziatem ufnosci na poziomie
ufnosci > ~ dla kazdego v € (0,1) jest przedzial
(0,1), boVa B Y(z,n—z+1;a) — 0, gdy x — 0.
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Powtarzajac to rozumowanie, raz dla funkcji ¢’ (0)
takiej, ze
L+~

Po{Sn < ¢, (0)} = 5

i drugi raz dla funkcji ¢ (0) takiej, ze

1+
Po{Sn > d)(0)} = ——

otrzymamy dwustronny przedziatl ufnosci dla 6 na
poziomie ufnosci v w postaci

1— 1
(Bl (Snyn_sn+1§ T/y>7 B! (Sn+17n_5n5 %))

Por. Bartoszewicz (1996), Przyktad V.9.3 (s. 301)
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Przedzial Neymana spetnia wymagania definicji:

Pp{0(Sn) <0< E(Sn)} > v dla kadego 6 € (0, 1)

0.95

0.90

n = 20,7 =0.9

0.95

0.90

n = 100,~v = 0.9




Komentarze:

1. Przez randomizacje mozna uzyska¢ doktadnie za-
dany poziom ufnosci (szczegolty np. Bartoszewicz)

2. Optymalnoé¢ p.ufn. (Lehmann, Bartoszewicz)
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Przedzial Neymana
1 — 1

Klopoty numeryczne dwudziestego wieku:

Clopper i Pearson (1934) - nomogram

Tablice np w Zielinski i Zielinski (1990) - interpolacja
Trudna teoria 7

— przedzialy asymptotyczne Walda

18



ASYMPTOTYCZNE PRZEDZIALY UFNOSCI

Unormowana statystyka S,, ma asymptotycznie roz-
ktad normalny: dla kazdego 6 € (0,1) oraz dla kaz-
dego = € (—00, 0)

0, = Sn/n

®(xr) — wartos¢ dystrybuanty rozkladu normalnego
N(0,1) w punkcie x

Interpretacja: dla ”duzych” n zmienna losowa
(0, — 0)/+/0(1 — 0)/n ma ”w przyblizeniu” rozklad
normalny N (0, 1)

» duzych” - 277

”w przyblizeniu” - 777
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DWIE SZKOLY

PIERWSZA (Cramér 1957 s. 492, Fisz 1967 s. 512,
Niemiro 1999 s. 155, Trybuta 2001 s. 184, Krzysko
2004 s. 162):

(0,,—6)/ v/0(1 —0)/nma asymptotyczny rozktad nor-
malny N(0,1) wiec dla "duzych n” i dla kazdego
0 € (0,1), mamy ”w przyblizeniu”,

{ — 2y 0 < n—i_ny }

2 =011 +7)/2

Przedzial ufnosei:

n
n+z,2y

2
n—l—z7

20



DWIE SZKOLY (c.d.)

DRUGA (Gajek 1996 s. 85, Grzegorzewski 2003 s.
113, Kala 2002 s. 58, Koronacki 2004 s. 211, Krzysko
2004 s. 163):

(0, —0)/ \/ 0. (1 — 6,,)/n ma asymptotyczny rozklad
normalny N(0,1) i wtedy, dla kazdego 6 € (0,1),
mamy ”w przyblizeniu”

21



”Przyblizone przedziaty ufnosci”

WERSJA (6,, — 6)//6(1 —8)/n ~ N(0,1)

Fisz (1967, s. 512) ” ograniczymy sie do duzych prob”

Niemiro: ” W praktyce, jeslin jest "odpowiednio duze”,
oczekujemy, ze nieréwnosé Pp{0(S,) <0<0(S,)} >~
dla kazdego 0 € (0,1) jest w przyblizeniu spetniona”

Trybuta (2001, s. 184) ”n musi by¢ dostatecznie wiel-
kie (n > 50)”

Krzysko (2004, s. 162) ” przyblizony przedzial ufno-

79

SCl1

WERSJA (6, — 0)/1/6,(1 = 6,)/n ~ N(0,1)

Gajek (1996, s.85), Grzegorzewski (2003, s. 113):
"m Z 100”

Kala (2002, s. 58), Krzysko (2004, s. 163): ” przedzial
przyblizony”

Koronacki (2004, s. 211)

N én(l — én) N én(]- - én)
P|é,— =z - <O <0+ 2y . ~

bez sprecyzowania, co oznacza podwojny wezyk =.
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Prawdopodobienstwo pokrycia dla v = 0.9, n = 100

(6 = 0)//6(1=0)/n ~ N(0,1)
1 |

0.95

B -

0.85 —

0.1 02 03 04 0.5

(0 — e>/¢1én<1 —,)/n ~ N(0,1)

0.90 / MWWWWWW

0.80 —

0.70 —
0.60 —

0.1 02 03 04 0.5
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Dla przedziatow

n

D
3
|
N
5)
RN
3
—~~
p—t
S
D

n A An 1_An
>79n+27\/9< 0,)

prawdopodobienstwo pokrycia maleje do zera, gdy
0 — 0 oraz gdy 6 — 1.

Zalecenie: stosowaé, gdy n# > 5 oraz n(l1 —0) > 5
(Inny problem statystyczny!)

Oryginalna propozycja:

Koronacki (2004, s. 149): stosowac ten przedzial wtedy,
gdy nf,, > 5 oraz n(1—46,) > 5; w pozostalych przy-
padkach stosowac¢ przedzial Neymana

24



0.89

0.80

-

0.90 —

AL

l

|

]
——

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Koronacki-Mielniczuk (n = 100, v = 0.9)

TO TEZ NIE JEST PRZEDZIAL UFNOSCI!
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n =100, = 0.95

10
15
20
30
40
50

Doktadne

(0.0164,0.1128)
(0.0491,0.1762)
(0.0865,0.2353)
(0.1267,0.2918)
(0.2124,0.3998)
(0.3033,0.5028)
(0.3983,0.6017)

Asympt 1

(0.0073,0.0927)
(0.0412,0.1588)
(0.0800,0.2200)
(0.1216,0.2784)
(0.2102,0.3898)
(0.3040,0.4960)
(0.4020,0.5980)

26

Asympt2

(0.0245,0.0992)
(0.0607,0.1604)
(0.1005,0.2179)
(0.1425,0.2733)
(0.2307,0.3798)
(0.3231,0.4822)
(0.4188,0.5812)



Baran (2007):

_ 6(1 —0) . 6(1 —0)
<927\/n—|-b(8n)’ G—i—zw\/n_'_b(sn)) ;
gdzie
~  Sp+a(Sn)
0 =
n+ b(Syn)
o ( (1/2? 5/4)’ gdy Sn = 0,
(177/4)7 gdy Sp = L,
(a,b)(Sn) = < (3/4,7/4), gdy Sp =n—1,
(3/4,5/4), gdy Sp =n,
\ (3/4,3/2), poza tym.
1
0.95 — n = 100
v =20.9
0.90 —Wﬂwwmn\ﬁmm
0.85 —
0.80 —
| I I I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
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Podwdéjny wezyk ~ pojawia sie¢ w kontekscie

N én(l — én) ~ én(]- - én)
Pl b, -z, - <0< 0, + 2, . ~

Koronacki (2004. s. 211), Niemiro (1999, s.155)

Moze raczej tak:

) 0 (1 — O ) 0r (1 — 6,
Py <0n—27\/ ( - ) §9§9n+27\/ ( - )> = vy=%cos

lub, jezeli zbyt duzy poziom ufnosci nam nie prze-
szkadza,

. 0,(1—0, . 0,(1—0,
P9<9n—27\/ (n )§9§9n+27\/ (n )>'7_C0é

gdzie "cos” = ...

ALE PO CO WTEDY TEN WEZYK?

28



DUALIZM testy - przedziaty ufnosci

"Przedzial ufnosci

na poziomie ufnosci w przyblizeniu rownym ... ”

" Test
na poziomie istotnosci w przyblizeniu réwnym ...

7

777
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PRZEDZIAL UFNOSCI NEYMANA

Teza: Techniczne przeszkody numeryczne w stoso-
waniu tego przedziatu, ktore jeszcze przed pot wie-
kiem stymulowaty poszukiwanie prostszych rozwig-
zan, sg juz dawno pokonane i dzisiaj kazdy inzynier,
biolog, ekonomista i in., ktéry potrafi stosowaé test
Studenta i test chi-kwadrat, z pewnoscig sobie pora-
dzi z poprawna estymacjg przedzialowa frakcji

30



Kilka prostych sposobdéw.

Podane nizej wzory sg aktualne dla 1 < .5, <n — 1.
Jezeli S,, = 0, to dolna granica przedziatu ufnosci
jest réwna 0, a jezeli S,, = n to gérna granica jest
rowna 1; pozostala granice obliczamy wedlug poda-
nych nizej regul.
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EXCEL

Whpisac

n do komorki Al
S,, do komorki A2
~v do komérki A3

1 obliczy¢ dolng i gbérna granice:

ROZKLAD.BETA.ODW((1—A3)/2; A2; A1—A2+1)

ROZKLAD.BETA.ODW ((1+A43)/2; A2+1; A1—A2)
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Pakiet STATISTICA

Funkcje

V Beta((1 —7)/2,S,,n— S, + 1)
V Beta((14+7)/2,5,+1,n—5,)
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Pakiet MATHEMATICA

Funkcje

Quantile[BetaDistribution|S,,n — S, + 1, (1 —)/2]
Quantile[BetaDistribution[S, + 1,n — Sy, (1 4+ 7)/2]
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KWANTYLE ROZKELADU F

aF (2a,20,1)
B+ aF(2a,20,t)

B~ (a,B;t) =

F(2a, 20, t) — kwantyl rzedu t rozktadu F z (2, 23)
stopniami swobody.

Zielinski/Zielinski (1990):
dolna granica dwustronnego p.ufn. na poziomie ufn
1 —a:
Sn
S, + (n— S, +1)F (Q(n — S, + 1), 280, %)

oraz gorna

(S, + 1)F (2(Sn +1),2(n— S,), %)

n— S, + (S, +1)F (2(Sn +1),2(n— S,), %)
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Jak wida¢, zadne kombinowanie z ”przyblizonymi”
1 7asymtotycznymi” wzorami, ktére w dodatku nie
daja poprawnych przedzialéow ufnosci, nie jest po-
trzebne.

” Bye-bye, so long, farewell” to the Wald interval (Ca-
sella 2001).

36



Prace cytowane.

J.Baran (2007): Nowy przedzial ufnosci dla prawdopodobienstwa
sukcesu rozktadu dwumianowego. XXXIII Konferencja ”Staty-
styka Matematyczna Wista 20077, 3-7 grudnia 2007

J.Bartoszewicz (1996): Wyktady ze statystyki matematycznej. PWN.

C.R.Blyth i H.A.Still (1983): Binomial Confidence Intervals. JASA
78, 381, pp, 108-116

L.D.Brown, T.T.Cai and A.DasGupta (2001): Interval Estimation
for a Binomial Proportion. Statistical Science 16, 2, 101-133

G.Casella (1986): Refining binomial confidence intervals. The Ca-
nadian Journal of Statistics 14, 2, pp. 113-129

G.Casella (2001): Statistical Science 16, 2, p. 120

C.J.Clopper i E.S.Pearson (1934): The Use of Confidence or Fi-
ducial Limits Illustrated in the Case of the Binomial. Biometrika,
Vol. 26, No. 4, pp. 404-413

H.Cramér (1958): Metody matematyczne w statystyce. PWN.

M.Fisz (1967): Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka
matematyczna. PWN.

L.Gajek i M.Katuszka (1996): Wnioskowanie statystyczne. Mo-
dele i metody. WNT.

P.Grzegorzewski, K.Bobecka, A.Dembinska, J.Pusz (2003): Ra-

chunek prawdopodobienstwa i statystyka. Wydanie czwarte, po-
prawione. Wyzsza Szkota Informatyki Stosowanej i Zarzadzania,
Warszawa

R.Kala (2002): Statystyka dla przyrodnikéw. Wydawnictwo Aka-
demii Rolniczej im. Augusta Cieszkowskiego w Poznaniu.

37



W.Klonecki (1999): Statystyka dla inzynieréw, PWN

J.Koronacki i J.Mielniczuk (2004): Statystyka dla studentéw kie-
runkéw technicznych i przyrodniczych. Wydanie drugie. WNT

M.Krzysko (2004): Statystyka matematyczna. Uniwersytet im. Adama
Mickiewicza w Poznaniu

E.L.Lehmann (1968): Testowanie hipotez statystycznych. PWN.

R.Magiera (2007): Modele i metody statystyki matematycznej.
Wydanie drugie rozszerzone. Czes$¢ II, Wnioskowanie statystyczne.
Oficyna Wydawnicza GiS, s.c., Wroclaw

J.Neyman (1934): On the Two Different Aspects of the Repre-
sentative Method: The Method of Stratified Sampling and the

Method of Purposive Selecion. Journal of the Royal Statistical
Society, Vol. 97, No. 4, pp. 558-625.

W .Niemiro (1999): Rachunek prawdopodobienistwa i statystyka
matematyczna. Szkota Nauk Scistych.

A.Plucinska i E.Plucinski (2000): Rachunek prawdopodobienstwa.
Statystyka matematyczna. Procesy stochastyczne. WNT

S.D.Silvey (1978): Wnioskowanie statystyczne. PWN.

S.Trybuta (2001): Statystyka matematyczna z elementami teorii
decyzji. Oficyna Wydawnicza Politechniki Wroctawskiej.

R.Zielinski i W.Zielinski (1990): Tablice statystyczne. PWN.

S.Zubrzycki (1966): Wyktady z rachunku prawdopodobienstwa i
statystyki matematycznej. PWN.

38



