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JAK TO SIE DZIEJE?

Funkcja charakterystyczna rozktadu normalnego N(u, o):

dx(t) = exp {’ﬂt _ ;021?2}

Funkcja charakterystyczna $redniej X = 21{7:1 X;/n:

2
¢ (t) = exp {mt - ;(:) t2}
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Ogdlny model statystyczny:

wynik obserwacji X = u + ¢

1. € jest zmienng losowa
2. e ~ F, F znane lub nie, F € F

X =p+ (X —p)
- " poziom odniesienia”

- ,Sérednia” cena akcji danej spétki w danym okresie czasu
- ,$éredni” poziom wskazan wodomierza na rzece
- ,$rednie” roszczenie z polisy

e := X — i ma rozktad normalny 777



Przypadek rozktadu symetrycznego o ttustych ogonach

Przyktad: rozktad Cauchy’ego — rozkfad o troche ttusciejszych
ogonach:

T
-5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Rozktad normalny i rozktad Cauchy’ego
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ROZKtAD CAUCHY'EGO

ROZKtAD SREDNIEJ ARYTMETYCZNEJ Z PROBY
JEST TAKI SAM JAK

ROZKtAD POJEDYNCZEJ OBSERWACJI
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Ogodlniej:

SYMETRYCZNE ROZKLADY a-STABILNE

exp{ipt — [At["}

.t tha " : a— «
(exp{:un—mnw }) = exp{it — |/ At}

a=2 — rozktad normalny; «=1 — rozkfad Cauchy’ego
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Teraz $rednia z proby traci swoje zalety, bo

1. rozktad moze nie mie¢ wartosci oczekiwanej, czyli Srednia moze
nie mie¢ wartosci oczekiwanej

2. rozktad $redniej z préby moze by¢ ,,gorszy” do wnioskowania
0 parametrze potozenia niz rozktad pojedynczej obserwacji



Zamiast sredniej - MEDIANA

Model:

Obserwacja X =+ ¢

e~F, FeF, F -rozkifad znany lub nieznany
Medr(c) = F1(3) =0. Teraz Med, X = p



Rozktad mediany M,, w modelu z btedem & ~ Ca(0,1)
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Préba: Xy, Xo, ..., X,
Statystyki pozycyjne:  X1:n, Xouny -y Xpin
Xl:n < X2:n < e < Xn:n

Mediana M,, z préby X1, X5,..., X,

%(Xg;,, + XgH:,,), jezeli n jest parzyste,

Xnt1.,, Jezeli n jest nieparzyste
-
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T jest estymatorem MEDIANOWO-NIEOBCIAZONYM
(nieobcigzonym w sensie mediany) parametru 0, jezeli

Po{T <0} = Py{T >0} =05, dlakazdego 6

ROZRZUT ?
ROZSTEP MIEDZYKWARTYLOWY

() )

jest miarg rozrzutu estymatora T

Ew. Med(X — Med(X))



F = N(0.5,0.2)

A(F, X)

A(F, X)




ROZSTEP MIEDZYKWARTYLOWY A,

n | Ca(0,1) | N(0,1), M, | N(0,1),X

5 0.9455 0.7199 0.6033
15 | 0.5472 0.4294 0.3483
25 | 0.4239 0.3348 0.2698
51 | 0.2968 0.2356 0.1889
101 | 0.2108 0.1678 0.1342




Narzedzie pomocnicze: rozktad beta

OZNACZENIA:
Gestos¢:

F(p+q)

r(p)r(q)xp_l(l —x)9Y xe(0,1), p,g>0

Dystrybuanta w punkcie x: B(X; p, q)

Kwantyl rzedu q: B_l(q; P, q)

Brak jawnych wzoréw. tatwo dostepne jako funkcje standardowe
w pakietach statystycznych



Mediana M,, = X%l:n z proby X;, X,,...,X,, n nieparzyste

Rozktad F btedu znany

Rozktad mediany M,. Gestos¢:

rr(zrg,;z_ll)) (FM(X) [1 _ FH(X)})(nfl)h ()
Dystrybuanta:
P,U«{Mn <x}=B (F(X—,u,); n—;— 1’ n—gl)



Mediana M,, = X%l:n z proby X;, X,,...,X,, n nieparzyste

Rozktad F btedu znany

OBCIAZENIE

Mediana M,, z préby jest medianowo-nieobciagzonym estymatorem
mediany populacji:
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Rozktad F btedu znany

ROZSTEP MIEDZYKWARTYLOWY A,:

A, = F- ( _1(3 n—|—1 n—;—l)>_ _ ( _1(1 n+1 n—;—l)>



Mediana M,, = X%l:n z proby X;, X,,...,X,, n nieparzyste

Rozktad F btedu znany

Przedziat (jednostronny) ufnosci na poziomie ufnosci v:

s +1 n+1
(Mn—F1<B 1(7:”2 ,n2 )>,+<>0>




Mediana M,, = X%l:n z proby X;, X,,...,X,, n nieparzyste

Rozktad F btedu znany

Przedziat (dwustronny) ufnosci na poziomie ufnosci :

-~ . 1+ n+1 n+1
(I\/I,,—F1<B = )),

2 27 2

1 1 1
Mn+F—1<B‘1( Ty ntiny )))

2 2 72



Mediana M,, = X%l:n z proby X;, X,,...,X,, n nieparzyste

Rozktad F btedu znany

TESTOWANIE HIPOTEZY H: ji = pio, K : pu > pio

Wartos$¢ krytyczna testu:

. _ n+1 n+1
Xi—a(Mp) = po + F l(B 1(1—04; ))

2 72



Mediana M,, = X%l:n z proby X;, X,,...,X,, n nieparzyste
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Moc tego testu:

B(p) =

o B 1 -1/ .. 0+l n+l )]_n—i—l n+1)
=1 (ot (50 R D)



Mediana M, = X1,
z proby X;, X,, ..., X,, n nieparzyste

ROZKLAD F NIEZNANY

Obserwacje

Xl:na--'7Xi:n7--'7)<j:na--'7Xn:n



Mediana M,, = X%l:n z proby X;, X,,...,X,, n nieparzyste

Rozktad F btedu nieznany

Nieobcigzonym estymatorem parametru p jest mediana z proby
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JEDNOSTRONNY PRZEDZIAt UFNOSCI DLA MEDIANY

Przedziat ufnosci postaci (X.,, +00)

Jezeli i(n,~y) jest najmniejsza liczba taka, ze

n

PE{Xin < F M)} = > (Z) F(1-q)" >~

s=i(n,y)

to (Xi(n,v):nv —i—oo) jest przedziatem ufnosci dla kwantyla rzedu g,

na poziomie ufnosci (co najmniej)



Mediana M,, = X%l:n z proby X;, X,,...,X,, n nieparzyste
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DWUSTRONNY PRZEDZIAt UFNOSCI DLA MEDIANY
(dla g-tego kwantyla)

Przedziat ufnosci postaci

(Xi:n; )<j:n)

Takie przedziaty ufnosci nie zawsze istniej3!



Mediana z préby X;, X,,...,X,, n PARZYSTE

%(Xg:,, + XgH:,,)./ jezeli n jest parzyste,

Xni1.,, Jezeli n jest nieparzyste
Ll



n - parzyste
DWA WYNIKI MOGACE BUDZIC NIEPOKOJ
Pierwszy wynik.

Efektywnos¢ mediany w stosunku do Sredniej arytmetycznej
(Srednia arytmetyczna w modelu gaussowskim jest estymatorem
nieobcigzonym o jednostajnie minimalnej wariancji)

_ Var(X,)
e(n) = Var(M,,)



n | N(0,1) | U(0,1)
1 [ 1.000 | 1.000
2 | 1.000 | 1.000
3| 0.743 | 0.556
4| 0838 | 0.625
5| 0.697 | 0.467
6 | 0.776 | 0.519
7 | 0679 | 0.429
8 | 0.743 | 0.469
9 | 0.669 | 0.407
10 | 0.723 | 0.440




n | N(0,1) [ U(0,1)
1 [ 1.000 | 1.000
2 | 1.000 | 1.000
3| 0.743 | 0556
4| 0838 | 0.625
5 | 0697 | 0.467
6 | 0.776 | 0.519
7| 0679 | 0.429
8 | 0.743 | 0.469
9 | 0669 | 0.407
10 | 0.723 | 0.440

Czyz nie wyglada na paradoks fakt, ze zwiekszenie licznosci proby z
2n do 2n+1 pogarsza efektywno$¢ estymatora?



Drugi wynik.

F - rodzina wszystkich rozktadéw o ciggtych i scisle rosnacych
dystrybuatach

Med(F, T) - mediana rozktadu statystyki T, gdy préba pochodzi
z rozktadu o dystrybuancie F

mg - mediana rozktadu F € F.

Okazuje sie, ze
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mg - mediana rozktadu F € F.

Okazuje sie, ze dla kazdej liczby C > 0 znajdzie sie taki rozkfad
FeF, ze

Med(F, Mz,) — mg > C
Praktyczny wniosek jest nastepujacy: unikaj prob o parzystej
liczbie elementdw, a jezeli trafi Ci sie taka préba, wyrzué jedna
z obserwacji !

Lekarstwo - RANDOMIZACJA!



