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PROBLEM

F — RODZINA CIAGEYCH I SCISLE ROSNACYCH DYSTRYBUANT NA [0, 1]
(W TYM KOMUNIKACIE CZASAMI TEZ NA R1)

n — LICZBA NATURALNA

X1,Xa,...,X,, — PROBA Z PEWNEGO (NIEZNANEGO) ROZKLADU F' € F
(iid rv ~ F)
NA PODSTAWIE X1, X5, ..., X, 0SZACOWAC F
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F' - dystrybuanta teoretyczna

DVORETZKY-KIEFER-WOLFOWITZ

(Ve > 0)(¥n)(VF ¢ F)

PF{ sup |Fn($> — F(x)| > 5} < 26—2n€2

zeR?



0.8

0.6 5

0.4

0.2 +—

0 | | | |
0.2 0.4 0.6 0.8 1

~

F — "typowa” wygtadzona dystrybuanta empiryczna

TWIERDZENIE NEGATYWNE

(Fe > 0)(In > 0)(VN)(In > N)(IF € F)

Prp{sup |F,(z)~F(z)|>c}>n

zeR!



PROBLEMY:

1. JAK WYGLADZAC, ZEBY NIEROWNOSC DKW ZACHODZILA W CALEJ
KLASIE F DYSTRYBUANT CIAGLYCH I SCISLE ROSNACYCH?

2. JEZELI ZDECYDUJEMY SIE NA JAKIES WYGLADZANIE, TO W JAKIEJ
PODKLASIE RODZINY ROZKEADOW F NIEROWNOSC DKW ZACHODZI?



1. ESTYMATORY JADROWE

~ 1 <& 7 — X.
Fn - - ( J ) .
() = > K(—
j=1
Twierdzenie negatywne (Zielinski 2007): Jezeli

— K jest dowolnym jadrem (zcalkowanym) takim, ze 0 < K(0) < 1 oraz
K~1(t) < 0 dla pewnego t € (0, K(0)

— (hn,n =1,2,...) jest dowolnym ciagiem liczb dodatnich
to

istnieja takie € > 0 oraz n > 0, ze dla kazdego n znajdzie sie rozktad
F e F taki, ze

Pp{ sup |F,(x)—F(z)|>e}>n.
zeR!

KOMENTARZ:
1 n
j=1



1. ESTYMATORY JADROWE (c.d.) - twierdzenie pozytywne (Zielin-
ski 2007)

X1,Xo,...,X,, - proba z rozktadu F' € F

Xin < Xo., < ... < X, - statystyka pozycyjna z tej proby

Hn = min{Xj;n — Xj—l:n; j = 2,3, R ,n}

Estymator jadrowy

gdzie
[0, fort<—1/2,
K(t)_{l, for ¢t > 1/2,

K(0) =1/2, K(t) ciagle i niemalejace w (—1/2,1/2).

Nieroéwnosé DKW:

~ 1
Pp{sup |Fy(z) — F(z)| > e} <2 27(-1/20)° s~ perF
zeR! 2e



2. ESTYMATORY WIELOMIANOWE

Wielomiany podstawowe na [0, 1]:

Operator (Ciesielski 1988)

1,F@) =Y [t DNem @) ) [ Vol
i=0"°

T, przeksztalca dystrybuanty na [0, 1], ciagte lub nie, w dystrybuanty
na [0, 1], ktére sg wielomianami stopnia m + 1

TWIERDZENIE NEGATYWNE:

(Je > 0)(In > 0)(YN)(3In > N)(3F € F)

Pr{ sup |Tan(ZIZ)—F($)]28}Z7y

z€R?

TWIERDZENIE POZYTYWNE:

(Ve > 0)(vn)(VF € Far)

Pe{sup T Fu(x) — F(z)| > e} < 2e72 (=7 "0)°

zeR?

1
Fu—{FecF: / \D2F(2)|2dw < M}
0



2. ESTYMATORY WIELOMIANOWE (c.d.)

r—a

@(x;[a,b]):®m<b ), —o0 <a<b< 400
—a

Definiujemy
XO:n — ma/x{oa Xl:n - (X2:n - Xl:n)} — ma/x{oa 2)<1:n - X2:n}
Xn+1:n — mzn{Xnn + (Xnn - Xn—l:n)7 1} - mzn{QXnn - Xn—l:n7 1}

Konstruujemy estymator wielomianowy

r 0, for < Xg.p,

1 1
— P (x; [Xi—1:n7Xi:n])+Fn(Xi—1:n)_2_7 for X 1., <x <X,
n n

i=1,2,....n+1

(1, for x > X, 11.m-
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Wilasnosci estymatora ®,, ,,(x):
1. ®,, n(x) jest dystrybuanta na [Xo.n, Xnt1:n]

2. (I)m,n (in) —

1
2n

3| -

3. Dpyn(z) € C™(RY)
4. D*®,, ,(X;n) =0for k=1,2,...,mandi=1,2,...,n

1
5. sup |Ppmn(x) — F(z)| < sup |Fp(z) — F(x)] + —
reR! zeR! 2n

Nierownos¢ DKW

1
Prp{sup |Ppn(z) — F(x))| > e} < e 2n(e=1/20)" s 25 FeF

zeR? £
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3. ESTYMATORY SPLAJNOWE

Definiujemy B jako

podstawowy symetryczny B-splajn stopnia r

(podstawowa symetryczna funkcja gieta stopnia 7, a symmetric cardinal
B-spline of order r) z weztami {i 4+ r/2,i € Z},

jezeli
BM(z) >0, x€ R,
supp B = [~r/2,7/2],

B jest wielomianem stopnia r — 1 na kazdym przedziale
j—r/2,7+1—7r/2],7=0,1,...,7r—1,

B e C"=2)(R) (dla r = 1 jest to lewostronnie ciagta funkcja schod-
kowa)

Definicja probabilistyczna:

B jest gestoécia rozkladu prawdopodobiehstwa sumy r niezaleznych
zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie U(—1/2,1/2)
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Dla danych » > 1, h > 0, ¢ € Z oznaczamy
B (@) = BV (5 i)

Dla danych r > 1, 1 < k < r, r — k = 2v, v — calkowite, ¢ € Z oraz
h > 0 definiujemy operator (Ciesielski 1988, 1991)

k:r k) v T
1P = 3 3 [ B ware) [ B wd

zEZ

Ten operator przeprowadza m.in. dystrybuanty (ciagle lub skokowe) w
dystrybuanty, ktére sa splajnami stopnia r. Za estymator dystrybuanty,
skonstruowany na podstawie dystrybuanty empirycznej F),, przyjmu-
jemy wartos$¢ tego operatora dla Fi,.

Klasy dystrybuant, dla ktérych mozemy dla tego estymatora podac
nieréwnosé¢ typu DKW, konstruujemy w nastepujacy sposéb.
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Definiujemy

wi(F,0) = sup sup |F(z+t) — F(z)]
lt|<é =
oraz,

wo(F,0) = sup sup |F(z +2t) — 2F(x +t) + F(x)|.
[t|<d =

Niech w(h), h € R*, bedzie modulem cigglosci, tzn. funkcja ciagta,

ograniczona, niemalejaca, w(0) = 0. Dla danego modulu ciggtosci w,
zdefiniujmy dwie Holderowskie klasy dystrybuant:

r—+k

HY ={F e F:u(F, h) < w(h)}

HYD ={F e F: 24+ (r+k)?)ws(F h) <w(h)}

W kazdej z tych klas spelniona jest nieréwnos¢ DKW, tzn. dla kazdej
z tych klas, dla kazdego € > 0 oraz n > 0 mozna wyznaczy¢ takie h > 0
oraz N, ze jezeli n > N, to dla kazdej dystrybuanty F € H*™ lub

w,l >
odpowiednio dla kazdej dystrybuanty F' € H (ko)

w,2

k
Pp{||Ty"" F, = Flloo > 2} <1
Wystarczy wyznaczy¢ h oraz N takie, ze

N 2
w(h) < oraz 2exp (—%) <.
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WYNIKI TU ZAPREZENTOWANE POCHODZA Z PRACY

ZBIGNIEW CIESIELSKI I RYSZARD ZIELINSKI

POLYNOMIAL AND SPLINE ESTIMATORS OF THE DISTRIBU-
TION FUNCTION WITH PRESCRIBED ACCURACY
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