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zastosowaniach (ekonomia, finanse, VaR, ekologia).
Chodzi o kwantyle np. rzedu 0.99, rzedu 0.999, lub nawet wyzszego

Po6zniej sprecyzuje pojecie ,WYSOKI RZAD”
Dla danego zjawiska, taki kwantyl interpretowany jest jako prég,

ktéry moze byé przekroczony z matym prawdopodobienstwem, np.
0.01 lub 0.001.

Nasze zrédto informacji (jedyne?): obserwacje historyczne danego
lub podobnego zjawiska. .
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Przyktad: oszacowac kwantyl rzedu 0.9
Ekstrapolacja EDF? Wygfadzanie i ekstrapolacja? Model? o



Typowe podejscie: ekstrapolacja

Hill, B.M. (1975), A simple general approach to inference about
the tail of a distribution. The Annals of Statistics 3, 5, 1163-1174
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The lack of information beyond the range of the sample creates
the main problem in the estimation of high quantiles. Since
Fn(Xn:n) = 1, it is impossible to estimate the quantiles without
knowledge of the behavior of F at infinity. The main idea behind
all estimators for high quantiles is to select first some auxiliary
pilot estimate inside the range of the sample (one can use one of
the order statistics close to the boundary as a pilot estimate) and
to move this pilot estimate to the right.

Obviously, in order to extrapolate the pilot estimate beyond the
sample range, one needs to use some model of the tail of the
distribution. Such models are not available in many applications.
Therefore, the asymptotic tail models based on the distribution of
the largest order statistic are usually used. S



Przyktad 1 (p - rzad estymowanego kwantyla)

In the POT (Picks Over Threshold) estimator, the GPD
(Generalized Pareto Distribution) is used as a distribution of
excesses over SOME high threshold u:

_ =1/
CDF(x)=1— <1+7XU”> . 4 #£0

=1-ep{-(x-u)/o}, 7=0

POT 4 P -
—ut 2 (—E—) -1
X, u+‘y<(1—Fn(u)> >,

where & and 4 are SOME estimates of the parameters =

Estymator:



Przyktad 2.

In Weissman (1978) the estimator
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Przyktad 2.

In Weissman (1978) the estimator

k+1 \7
V= X,_ —_ k=1,...
Xp n k,n((n+1)p) ) )

is obtained for the Pareto tail model:

CDF(x) =1 —exp{—x"7}, ~4>0,x>0

(asymptotyczny rozktad maksimum, rozktad Frécheta)



Przyktad 3 (Markovich and Krieger (2002)
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Przyktad 3 (Markovich and Krieger (2002)

,one can expect that the statistic

4
4¢::thn< 05+,M25+pmzw>

() =1+ X0+ X2,

gdzie

approximates Xp "
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Kwantyl Pareto: 0.99 — 100, 0.999 — 1000

174 ESTIMATION OF HIGH QUANTILES

Table 6.3 Tolerant ®0% confidence intervals of estimiites xand v
distribiitions: 500 samples of 1 = 1000 observations cach

for heavy-tutled
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Kwantyl wysokiego rzedu (wysoki kwantyl)?
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Optymalny estymator kwantyla w modelu F

Klasa 7 estymatoréw ekwiwariantnych

T € T wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego Sciéle rosnacego
przeksztatcenia prostej g,

T(g(x1),8(x2),---,8(xn)) = & (T(x1, %25 -+, Xn))

TWIERDZENIE. T jest estymatorem ekwiwariantnym wtedy
i tylko wtedy, gdy jest postaci T = X}.,,, gdzie J jest losowym
indeksem o rozktadzie P{J =/} = \;, j=1,2,...,n.



Kryterium



Kryterium

medianowo nieobcigzony estymator
o maksymalnej koncentracji wokét estymowanego
kwantyla
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Estimate of x, with solid cdf and pdf
is more concentrated median-unbiased estimator of x4
than that with dashed pdf
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Medianowo nieobcigzony estymator kwantyla rzedu q, z préby
X1, X2, ..., X, o licznoéci n, istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy

1—(1/2)Y" < g < (1/2)Yn

Definicja. Dla danego n, xq jest kwantylem wysokiego rzedu, gdy
q > q(n) = (1/2)"".

Definicja. Dla danego q, x4 jest kwantylem wysokiego rzedu, gdy
n<n(q)=—log2/logq.

—Tabl



Table 1

n 5 10 20 50 100
q(n) 0.8706 0.9331 0.9660 0.9863  0.9931
n 200 500 1000 2000 5000
q(n) 0.9966 0.9987 0.9993 0.9997 0.99986
Table 2
q 0.9 095 0.99 0.999 0.9999 0.99999
n(q) 7 14 69 693 6932 69315

- Rys






SZACOWANIE WYSOKICH KWANTYLI



F-przeksztatcenie:

1.0 F(x)

F(T)
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Jezeli T jest estymatorem kwantyla x4 rzedu q, to F(T) jest
estymatorem liczby g
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T jest F-nieobcigzonym estymatorem kwantyla X,
jezeli

Er(F(T))=gq, dlakazdego F € F

Sredniokwadratowy F-btad estymatora T wyraza sie
wzorem

Er (F(T) — q)’



TWIERDZENIE. Dla wysokiego kwantyla, estymator
F-nieobcigzony nie istnieje.

DOWOD.Mamy
n 1 n
EFF(XJZH) = Z)‘jEUj:n = — Z])\J
Jj=1 n+l j=1

Réwnanie
Ly
—= 2 JAN=q
n+1j:1

ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
1/(n+1) < g < n/(n+1). Kwantyl jest wysoki, gdy g > n(q), ale
n(q) = (1/2)Y/" > n/(n+1) dla n > 1. QED



TWIERDZENIE. Dla wysokiego kwantyla, estymatorem
o jednostajnie minimalnym F-btedzie $redniokwadratowym
jest Xpn.



DOWOD.

Mamy

FMSE,(q) = EF (F(XJ;H) - q)2 = E(Usn — q)°
= ZAJ-E(U,-:H )

_ )\rn—l—l 2 n—j

:m211+1—2("+2) ))\j—|—q2

Rozktadem (Af, A3, ..., A%), ktéry minimalizuje ten btad, jest
rozkfad z \j, = 1, Aj = 0,j # j*, gdzie j* minimalizuje
JU+1—2(n+2)q), jednostajnie wzgledem q > q(n), czyli j* = n.

QED N



Sredniokwadratowy F-btad optymalnego estymatora wyraza sie
wzorem:

n(n +1-2(n+ 2)q)
(n+1)(n+2)

FMSE,(q) =

Dla danego n, mamy FMSE, /' 1 — [n(n+ 3)]/[(n+ 1)(n+ 2)]
gdyq /1,

Ponadto FMSE,, \, 0, gdy n /" +00, jednostajnie wzgledem
q > q(n)
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TWIERDZENIE. Dla wysokiego kwantyla, estymatorem
o jednostajnie minimalnym F-btedzie Sredniokwadratowym
jest Xn.

Czy prawdziwe jest takie twierdzenie dla ryzyka przy dowolnej
wypuktej funkcji strat? Mysle, ze tak.

A moze dla funkcji LINEX 7



Bfad estymacji duzych kwantyli w modelu nieparametrycznym F
jest mierzony w terminach (F(T) — q).

Ocena tego btedu w terminach (T — x4(F)) jest w tym modelu

niemozliwa (?), chyba ze wprowadzimy jakie$ precyzyjne warunki
na zachowanie sie ogonéw rozktaddw.

Interesujaco w tym konteksScie wyglada problem estymacji wysokich
kwantyli w mniejszych modelach

1
flzfm{F:/ F1(8)|dt < oo}
0
lub

1
Fo=Fn{F: /0 (F7Y(t))?dt < oo}



