Modele
Domarai Solowa
wzrostu gospodarczego



Model Domara

» Stuzy do rozstrzygniecia kwestii wielkoSci inwestycji
[(t) w dowolnej chwili t.

» Przewiduje uzaleznienie inwestycji I[(t) od dochodu
narodowego Y(t) w chwili t.

> Inwestycje wptywajg na dochdd narodowy w
przysztosci.

» Zwiekszenie inwestycji 61 zalezy od przyrostu
dochodu narodowego 0Y.



Zaleznosci ekonomiczne miedzy I(t) i Y(t):

sOY = ol

ZaleznoSc¢ szybkosci wzrostu inwestycji od szybkosci
wzrostu gospodarczego:

dy dI
dt dt (1)

S

s- stata oznaczajgca krancowa sktonnos¢ do oszczedzania.



Wprowadzmy nastepujgce oznaczenia:

e Kk(t) - najwiekszy produkt narodowy, jaki mozemy
wytworzy¢ w chwili t (potencjat produkcyjny),

 K(t) - maksymalny kapitat mozliwy do wytworzenia w
chwili t (produkt narodowy).

Potencjat produkcyjny zwigzany jest z kapitatem
nastepujaco :

pK(t) = k(1)

gdzie p - wspotczynnik proporjonalnosci.



dK
Stad, biorgc pod uwage, ze stopa przyrostu kapitatu (E)
jest rowna inwestycjom mamy:

dk dK

@ PP (2)

Zatozmy peine wykorzystanie mocy produkcyjnych, czyli
rownowage gospodarki, ktora wyrazona jest wzorem:

Y(t) = k(t) (3)



Korzystajac z rownan (1), (2),(3) otrzymujemy:
dy dI
“dt ar

dk  dK dI dY dk
T G T

Y(t) = k()

—_—

Po przeksztatceniach otrzymujemy:

dl 1
azpsl — le—psdt
1
JT dl = Jps dt
logl = ps + const
Rozwiazanie rdwnania: I(t) = Ae?s A - stala

Jesli poczatkowa wielkoScig inwestycji jest 1(0) to:

1(0) = Ae® =0 =) I(1) = 1(0)e

Zatem inwestycje muszg rosng¢ wyktadniczo.



Paradoks

rzypuscmy, ze wzrost gospodarczy rosnie wyktadniczo ze stopg
(t > 0) inng niz ps.
dk dK

Z rownania (2) v Pa pl  mozemy policzy¢, ze:

I(t) = I(0)e™

dk .
Stad gt~ P 1O

Catkujac od zera do t otrzymujemy:

et™t —1

k(D) — k(0) = pI(0)—
dY dlI
Analizujac rownanie (1) ® g — g¢ mamy:
dy 1 dI
dt s dt



Co po scatkowaniu daje:

I(t) — IO I(0
. Yo — v - 1@ 5 ©)_10 .\

5

,Wspotczynnik wykorzystania mocy produkcyjnych” obliczymy
jako: . \
Yo Y(0) +( /5 )10}~ 1)

w(t) =
“O o)+ ('”/T: 10)(e™t — 1)

dazy on do t/ps przy t— co.
Gdy w =1 osiggamy peitne wykorzystanie mocy
produkcy]nych
Rozwazmy mozliwosci:

- T > ps - po pewnym czasie Y (t) > k(t), w gospodarce
jest niedobor mocy produkcyjnych.

« T < ps - prowadzi do nadmiaru mocy produkcyjnych.



Model Solowa

Niech: K(t) - kapitat
L(t) - praca w chwili t

Funkcja produkgcji:
Y(t)=F(K(t), L(t) ) ,gdzie K(t), L(t)>0

Funkcja produkcji musi spetniac kilka warunkow:

» Pierwsze pochodne po kapitale i po dodatnie produkty
pracy muszg by¢ dodatnie. krancowe i malejgce

» Drugie pochodne po kapitale i po - przychody dla kazdego
pracy muszg byc ujemne. czynnika




» Funkcja musi by¢ liniowo jednorodna, czyli:
F(uK(®), nL(D) = pF(K®), L) w>0

Biorgc I = L™ otrzymujemy:

Kt | F(K®D,LD)
F(ﬁ’l)_ TR

F(K(D), L) = LOF (K(ﬂ/L(t) , 1)

Naktad pracy rosnie w sposob wyktadniczy:
—— = AL(D) A > 0 -stala stopa wzrostu sily roboczej

Inwestycje stanowig stalg czeS¢ s wytworzonego produktu
narodowego (ozn. Y(t) ): dK(t)

e I = sY(b)



Analiza:

k(t) - zasob kapitatu na jednostke pracy

_X©

k(t) = LD

Niech o(k(®) = F(k(D),1) = F (K[ﬂ o 1)
Wtedy funkcja produkcji przyjmie postac:
Y(9) = F(K(@®), L) = LOF (K(t]/’L(t],1) — Lo(k(D)

Y(t) = Lo (k(t)



Jezeli przez y(t) oznaczymy produkt na jednostke pracy to:
_Y(b)
LY

Poniewaz K=KL wiec:

y(D) m) y(t) =ek(d)

dl{_dkL de_dkL L
at at- fa a "

dK
Z drugiej strony: = = sY(1) = sLop(k) , wiec

dk
sLo(k) :EL—H{M’ | = L

Otrzymujemy roOwnanie Solowa:

sp(k) = EJF kA



Za F przyjmijmy funkcje produkcji Cobba-Douglasa (F(K,L) = K*L'™®).
Wtedy (k) — k”. K 0<a<i1
Rownanie Solowa przyjmuje postac: g ~ sk® — Ak

Sprowadzamy rownanie do prostszej postaci:

dk

k™ ET +Akl1 ™ =s
Podstawiamy z=k'™* |
d_z = (1 - ajk‘“%
dt dt
1 dz
1 e TSI x@-q
dz

a—l—(l—ﬂ)lz:S[l—u]

Obie strony mnozymy przez czynnik catkujacy: ell—at



Po wymnozeniu otrzymujemy:

E(l—u}ltg T E(l . u]le(l_“}h _ 5(1 . ﬂjeh—u}h

q dt
Czyli, _ (33(1—@:&) =s(1— ﬂjeh—u}h
dt ( - E{l—ujlt
1—a)At _ _
zZe =s(1—0a) (l—a]l_l_c

el — ;—l— EE(l—n]lt

W celu znalezienia ¢ podstawiamy t=0.

S
k(D)1 == N +c
1—ot E (1—a) E —(1— o)At
k(®* =2 + [0 — e

Gdy O0<a<1 oraz A=>10

t — oo

K(f) tra WY @ R (E)lfl—n
(@) i w6
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