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Model Kotmogorowa

- jest to model ogdlny, model Maya bedzie jego przyktadem

- wzor ogdlny modeli dwdch populacji:

V=FW,P)V
P=G(V,P)P

gdzie F i G sa funkcjami dwéch zmiennych (V, P) i posiadajg kilka wspoétczynnikow z
interpretacjg biologiczna.

np. dla Lotki - Voltery byty to funkcje:
F=r—aP
G = —s+abV



Najwazniejsze zatozenia modelu Kotmogorowa:

1. Wraz ze wzrostem liczby drapieznikow przyrost liczby ofiar maleje:

oF
3p <0
2. Wzrost liczby drapieznikdw hamuje ich przyrost:
0G
3p <0
V4 P2 <O 4 V4 P> 0

(warunki "techniczne")

5. Kiedy ilos¢ obu gatunkow jest niewielka, wzrasta liczba ofiar:

F(0,0) >0



6. Warunki na state:

l. Istnieje takie zageszczenie drapieznikow a, przy ktorym liczba ofiar przestaje
przyrastac:

F(0,a) =0
Il. Istnieje takie zageszczenie ofiar, ktére hamuje ich przyrost (ograniczona
pojemnos¢ Srodowiska):

F(5,0) =0

lll. Istnieje takie zageszczenie ofiar y, przy ktorym ilos¢ drapieznikow przestaje
przyrastac.

G(y,0) =0

(drapiezniki nie majg do$¢ pozywienia by zaspokoi¢ potrzeby rosnacej
populacji)



Wszystkie wymienione zatozenia gwarantujg
istnienie rozwiazan: jednoznacznych i
nieujemnych (przy nieujemnych warunkach
poczatkowych). Jak wygladajg rozwigzania, zalezy
od doboru funkcji Fi G.

Rozwigzanie takie moze by¢ stabilne, wtedy po
pewnym czasie populacja stabilizuje sie.
Oczywiscie "pewien czas" to pojecie wzgledne.

Jednak kiedy jest niestabilne, w tym modelu
powstang cykle graniczne, jak na rysunku.

W pewnym sensie, punkt stabilny jest takim
cyklem granicznym, tylko o zerowych oscylacjach.

Model Lotki-Voltery nie spetnia zatozert modelu
Kotmogorowa.



MODEL MAYA

Model powstat dzieki zauwazeniu, ze nierdwnosci z zatozen modelu Kotmogorowa mozna

zamienic¢ na nieostre.

Wz6r:
(. vV VP
<V: rlv(l_ﬂ)_ Trav
: P
\ P=nrP (1 — V_KZ)
gdzie:

1, Ty - wspotczynniki rozrodczosci, odpowiednio ofiar i drapieznikow
a- wspotczynnik skutecznosci polowan

K, K, - maksymalne pojemnosci sSrodowiska



Zmiany:

a) funkcja opisujgca smiertelnosc ofiar na skutek polowan: liczba ofiar, ktére jeden drapieznik
moze upolowag, jest ograniczona: poluje gdy jest gtodny, nie poluje ponad potrzeby lub na
zapas:

Jak wida¢, dla matych V wyglada to jak u Lotki-Voltery

b) uwzglednia sie pojemnos¢ sSrodowiska dla ofiar:
|74
v>v(1-—)
K1

c) Zmiana w liczebnosci drapieznikéw: rownanie typu logistycznego, pojemnosc srodowiska nie
jest stata, tylko zalezy od liczebnosci ofiar, co wydaje sie logiczne.

—s + abV ->r, (1 —VLK)
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Analiza punktéw krytycznych, czyli rozwigzan rownania:

Macierz Jacobiego:

fO_ V(l V) VP
- N K a1+aV

o= (1=
\ - T2 VK,

V) P |74

K, a(1+aV)2' 1+aV
PZ
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l. W punkcie (0,0) réwnanie nie jest okreslone, wiec w jego otoczeniu zastepujemy je
prostszym:

V: 7"1V

: P
p=mp(1-2)
VK,

i po rozwigzaniu otrzymujemy siodto-wezet.

Il. (K1, 0): siodto, 0$ V jest separatrysg Sciagajaca

r
J(K,0)=| 1+ ary
0; 5

detJ(Ky,0) < 0



l1l. W konicu punkt trzeci: (V*, P")

J(K1,0) = 1 K, ¢ (1+ aV*)2’ “1 + alV*
TZV*; _T'z
det/ >0

tr ] =1r" — 1y,

ner = 1 (1-2%) - a0

V
Kl (1+aV*)2

Wiec charakter tego punktu zalezy od tr J.
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a) punkt hiperbolicznie stabilny, czyli tr ] =r" —1r, <0

| otrzymujemy punkt hiperbolicznie stabilny.

b) punkt niestabilny
trj=r"—r,>0

Wtedy otrzymujemy cykl graniczny.

cJtrJj=r"—r, >0

Wtedy wartosci wtasne J sa zespolone. Analiza tej sytuacji dowodzi, ze cykl graniczny przycigga
trajektorie takze od wewnatrz.

Dlaczego (w skrdcie): punkt przycigga trajektorie, ale w pewnym momencie, przy przejsciu
przez cykl graniczny, zaczyna je odpychac.
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Rysunek 2.13. Portrety fazowe modelu Maya w przypadku cyklu granicznego: u gory

z lewej — orbita nawija si¢ na cy
— cykl graniczny

kl graniczny od zewnatrz, z prawej — od wewngtrz, u dotu

Na rysunkach widzimy te trzy
sytuacje.

Zatozenia z modelu
Kotmogorowa:

Niespetnione:

VaG+ PaG>O
1% 0P

(mamy tu rownosc)

Nie jest spetnione tez
zatozenie o istnieniuy, gdyz

G(V,0) =1,
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A
z: Problem z zastosowaniem modelu w
_—r symulacjach.
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ysunek 2.14. Wykresy rozwigzan modelu Maya odpowiadajace portretom fazowym
L rys. 2.13



Dziekuje za uwage

Zrodta:

U. Forys, Matematyka w biologii, WNT, Warszawa 2005
A.Palczewski, Rbwnania rozniczkowe zwyczajne, WNT, Warszawa 1999

14



