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Wzér réwnania logistycznego: Opsinieniem

J. Olek
> N(t):rN(t)(l_%)' gdZie Réwnanie logistyczne
N(t) - przyrost populacji w czasie t
r - rozrodczo$¢ netto, (r > 0)

N - liczebnos$¢ populacji

K - pojemnos¢ srodowiska

N(t) - zageszczenie populacji w chwili t

N(t — 1) - liczba osobnikéw, ktére w chwili t s3 w
wieku 7

%— per capita, wzgledy przyrost liczebnosci
populacji

Sposobem wprowadzenia struktury wieku jest
rozpatrywanie réwnan rézniczkowych z
opdznieniem.
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/Zatozenia: J. Olek

» per capita jest funkcja liniowa wielkosci populacji
N(t) w danej chwili t Zatotenia

» rozmnazaja sie tylko te osobniki,
ktére sa w ustalonym w wieku 7

» szybko$¢ zmian per capita zalezy od liczebnosci
osobnikéw w wieku 7 w chwili t, a zatem od N(t—7)

» funkcja liniowa jest funkcja malejaca
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Réwnanie logistyczne z op6znieniem
Przy takich zatozeniach réwnanie na przyrost per capita
przyjmuje postac:

Réwnanie logistyczne
z opbznieniem

N =r(1-42),

W szczegdlnosci réwnanie logistyczne z opdznieniem
zaproponowane przez G. E. Hutchinsona w 1948 r.
zapiszemy jako

N(t)=rN(t)(1- M)
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Badanie zaleznosci rozwiagzan réwnania
1ON(+)— N(t—7)
ngN(t)=r(1-=%)
od wielkosci opéznienia 7 > 0 Réwnanie logistyczne

z opbznieniem

Zajmiemy sie najpierw omdwieniem podstawowych
wtasnosci, takich jak istnienie, jednoznacznosé,
nieujemnos$¢ rozwigzan dla nieujemnego warunku

poczatkowego.
Niech:

» Roéwnanie bedzie autonomiczne

» N(0) = Ny - poczatkowa liczebno$¢ populagji

» No: [—7,0] = RT - funkcja poczatkowa okreslona
na przedziale [—, 0]

» funkcja jest ciagta, t € [0, 7]
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Dowdd istnienia i jednoznacznosci rozwigzania Opsnieniem
Niech, o
N%t N( )=r(1- NO(;_T))

In =Tt fTNo()

N(t) = No(0)exp[(rt — &) f No(s)ds] dla t € [0, 7]

Oznaczmy otrzymane rozquame przez

N;(t) = No(0) exp <rt —x tf:/vo(s)ds> dla t € [0,7]

Teraz zastosujemy metode indukcji matematyczne;.
Zatézmy, ze znamy rozwigzanie Ni(t) na przedziale
[(k — 1)7, k7] i znajdZzmy rozwigzanie na kolejnym
przedziale

Neia(t) = Ni(kr)exp (r(t k) — };(kz: Nk(s)ds>
dla t € [kr, (k + 1)7].
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Lemat 1

. . s . " - N(t—T)
Rozwiazania réwnania N(t) = rN(t) (1 - T)
sg nieujemne dla dowolnej ciggtej nieujemnej funkcji
poczatkowej ¢: [—7,0]€ R+

Dowad:

Dla odcinka [0, 7] mamy rozwigzanie postaci
t—71
N(t) = ¢(0)exp (rt — = gb(s)ds) dla te[0,7],

ktére jest oczywiscie nieujemne dla ¢(0) > 0.
Stad N(7) > 0, gdyz stanowi ona warto$¢ poczatkowa
dla nastepnego kroku metody krokéw.
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Zatézmy, ze mamy nieujemne rozwigzanie

N(t) okreslone na odcinku [nT, (n + 1)7] J. Olek
Wtedy na odcinku [(n + 1)7, (n + 2)7] rozwiazanie

mozna zapisa¢ w postaci:

N(t) =

N((n+ 1)7)exp (r(t —(n+1)71)—% J N(S)ds> -

czyli jest nieujemne.

Zatem na mocy indukcji matematycznej pokazalismy,
ze rozwigzanie réwnania s3 nieujemne dla wszystkich
t > 0, o ile funkcja poczatkowa jest nieujemna.



Badanie asymptotycznej stabilnosci rozwigzan
stacjonarnych

Rozwigzania stacjonarne dla réwnania z op6znieniem s3
takie same jak w przypadku réwnania bez opdznienia,
gdyz s3 to rozwigzania postaci N(t)=const, zatem nie
zalezg od czasu, czyli takze od opdznienia.

Metoda linearyzacji polega na dokonaniu zamiany
zmiennych w taki sposéb, aby badane rozwigzanie
stacjonarne stato sie rozwigzaniem zerowym,
wyréznieniu w prawej stronie réwnania czesci liniowej,
sprawdzeniu wtasnosci

czesci nieliniowej i zbadaniu wartosci wtasnych
réwnania zlinearyzowanego.
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Badanie
asymptotycznej
stabilnosci rozwigzan
stacjonarnych
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Badanie rozwigzan stacjonarnych réwnania
logistycznego

Niech N bedzie rozwigzaniem stacjonarnym.
Stad: 0 = rN(1 — %), czyli

N =0 albo N = K.

Woprowadzamy nowa zmienna x(t), ktéra oznacza
odchylenie od stanu stacjonarnego, N(t) = N + x(t),
przy czym zaktadamy, ze |x(t)| < € i pomijamy wyrazy
rzedu 2. Stad:

x(t) = r(N + x(t)) (1 - 2={=)
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Linearyzacja dla stanu stacjonarnego N = 0

x(t) = r(N + x(¢)) (1 = =)

dla N = 0. Otrzymujemy:

x() = ()1 — 257)

x(t) = rx(t) — 2],

Zatem réwnanie po linearyzacji ma postac:
x = rx(t)
Cze$¢ nieliniowa dla tego réwnania jest réwna:

fE) _ _I’X(t));((t—ﬂ')
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Czes¢ liniowa tj. 1. Olek
x(t) = rx(t),

ma jedng warto$¢ wiasng r = 0, ale z zatozenia r > 0
Czes¢ nieliniowa tj.

fo = (x(t), x(t — 7)) = ZFx(t)x(t — 7) Liroys da B = 0

Sprawdzmy zatozenia twierdzenia o linearyzacji.
(0,0) = 0; 6‘2’3) = %x(t—1); % = 2% x(t); czyli
obie funkcje zeruja sie w punkcje (0, 0)

Zatem réwnanie stacjonarne N = 0 jest niestabilne i nie
zalezy od opdznienia.



Linearyzacja dla stanu stacjonarnego N = K

x(t) = r(N + x(1)) (1 — M=)
dla N = K Otrzymujemy:

x(t) = r(K + x(t)(1 — =)

)
X( g (K + (1) (5

—rx(t —7) — £x(t)x(t — 1)

x(t K

Zatem réwnanie po linearyzacji ma postac:

x(t) = —rx(t — 1)

Cze$¢ nieliniowa dla tego réwnania jest réwna:

fk _ _rX(t));((t—‘r) _ f{),

spetnia zatozenia o linearyzacji.
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Linearyzacja dla N = K
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Réwnanie charakterystyczne

Dla réwnania:
x(t) = —rx(t —7)

wyznacze réwnanie charakterystyczne.
Szukam rozwigzan postaci wyktadniczej tj.

Réwnanie charakterystyczne

x(t) = xpet

X(t) = /\Xoe)‘t
x(t—171) = xpeMt=7)
Zatem réwnanie charakterystyczne przyjmuje postac:
AxpeM = —rxpeM(t=7)
A= —re "
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Kryterium Michajtowa

pozwala stwierdzi¢, ze jesli pseudowielomian
charakterystyczny W/(\) nie ma zer na osi urojone;j

to odpowiadajace mu rozwigzanie stacjonarne jest
asymptotycznie stabilne, czyli wszystkie wartosci wtasne
maja ujemne czesci rzeczywiste, jesli argument wektora
W (iw) wzrasta o 7 przy zmianie w od 0 do oo.
Krzywa, ktéra zakresla w przestrzeni zespolonej wektor
W (iw) nazywamy hodografem Michajtowa

Pseudowielomian charakterystyczny jest postaci:

W(A) =X+ re ™
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Badanie psudowielomianu charakterystycznego 3. Otek
W(A) =X+ re

Pokazemy, ze N = K jest stabilne gdy rr < 5
niestabilne w pozostatych przypadkach.

Zauwazmy, ze dla 7 =0 mamy A = —r < 0.
Stad dla matych opéznief stan N = K pozostaje
stabilny.

Rozwazmy:

Badanie psudowielomianu

charakterystycznego
W(A) = X+ re 7

W(wi) = RW(wi) + SW(wi) dlaT>0

RW (wi) = rcos(wT)

SW(wi) = w — rsin(wr)

Poniewaz W(0) = RW(0) = r,
wiec argument poczatkowy jest réwny 0
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Rozwazmy dwa przypadki:
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l.7 < %
2.7> 1
r
L. Jesli 7 < L to SW(wi) roénie gdy w zmienia sig od 0
do oo,bo
lim SW(wi) = lim w — rsin(wr) =0
w—0 w—0
. o . . i Badanie psudowielomianu
lim SW(wi) = lim w— rsin(wr) = oo e,
w—r00 w—r00

Natomiast RW (wi) = rcos(wt) € [—r, r], gdyz
cos(wT) € [-1,1].

Wobec tego argW(wi) takze oscyluje, przy czym jego
wartosci s3 coraz blizsze 7.

Zatem przyrost AargW(wi) = 5 co dowodzi
asymptotycznej stabilnosci.



2- Jeéll T > l Procesy z
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W (wi) réwniez zaczyna oscylowad i hodograf moze

J. Olek
przeciac o$ rzeczywista.
Niech punktem przeciecia bedzie takie @,ze
W(wi) =
rcos(cD )=
wT = 5 + kT, gd2|e ke N
- _ T km
w = o + T
SW(@i) = & — rsin(woT),
sin(@r) =1dlak=2n+1,neN S
sin(wr) =—1dla k=2nneN
Stad:
C\W(a]):?_‘_2kﬂ_r
SW(@i) = 2T+2I:J+r
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Widzimy, ze $(wi) > 0 dla wszystkich k, jesli jest
dodatnie dla k = 0, co prowadzi do nieréwnosci rr < 3

W punkcie 7 = 5= Kryterium Michajtowa ani tw. o
linearyzacji nie mozemy zastosowac, ale mozna
zastosowac bifrukcje Hopfa w jej wyniku pojawiaja sie
nietrywialne rozwigzania okresowe o okresie i—’; = 27”
Badarc ooy

charakterystycznego

T W(A) = X+ re?7

Skoro rozwigzania s3 okresowe to w ptk. 7 = - nie ma
asymptotycznej stabilnosci.
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Reasumujac:

>

>

Rozwigzanie N = 0 jest niestabilne

rozwigzanie stacjonarne N = K jest globalnie
stabilne

Na poczatku wystepuja oscylacje gasnace

w ptk 7 = 7= nastepuje destabilizacja i

otrzymujemy oscylacje niegasnace

wzrost op6znienia powoduje wzrost amplitudy, T
ktora stabilizuje sie z czasem



Wykres rozwigzan réwnania logistycznego z
op6znieniem dla réznych wartosci opéznienia.
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Réwnanie logistyczne
Zatozenia

Réwnanie logistyczne
z op6znieniem

Badanie
asymptotycznej
stabilnosci rozwiazan
stacjonarnych

Rozwiazania stacjonarne

Linearyzacja dla N = 0
Linearyzacja dla N = K
Réwnanie charakterystyczne
Kryterium Michajtowa

Badanie psudowielomianu
charakterystycznego
W(A) = X+ re "
Podsumowanie

Wykres

Réwnanie logistyczne
inaczej



Réwnanie logistyczne inaczej

% — wzgledny przyrost liczebnosci populacji

wiecej osobnikéw

mniej pozywienia
I
mniej energii
I
mniej checi do rozmnazania
I

mniejszy przyrost liczebnosci populacji

8-
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inaczej
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