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(w pieédziesieciolecie $mierci)

Po uptywie potowy wieku od $mierci tworcy krakowianéw Tadeusza Banachiewicza nastapit
juz najwyzszy czas, aby réwniez w ramach Ogodlnopolskiej Konferencji Naukowo-Szkoleniowej
Zastosowan Matematyki nie tylko przypomnieé, ale takze skomentowaé rachunek krakowianowy
w kontekscie rachunku macierzowego i role tego rachunku w zastosowaniach matematyki. Macie-
rze odkryli Hamilton w 1854 roku i Caley w 1853 roku. Banachiewicz rachunek krakowianowy
wprowadzil oficjalnie w 1922 roku, gdy postuzyl si¢ nowymi formutami podczas wyktadu na
transformacje kosinusow kierunkowych punktu poprzez obrét prostokatnego uktadu wspdirzed-
nych wokot jednej z trzech osi. Jednak poczatki krakowianéw siegaja roku 1916 — o czym pisze
sam ich twérca w Vitas in Astronomy (wyd. A. Beer, t. I, London—New York 1955, s. 2001). Byt
to czas, gdy do powszechnego uzytku wchodzity arytmometry, ktére znaczaco usprawnity me-
chaniczng strone obliczen, i zmniejszalo sie znaczenie suwakéw logarytmicznych. Astronomowie
w dobie suwakéw logarytmicznych do obliczen ze wzgledu na oczekiwana doktadnos$é uzywali
réznego rodzaju tablic. Jak sie wydaje, wzgledy praktyczne najpierw zadecydowaly o tym, ze
Banachiewicz wpadtl na pomyst i zdefiniowal krakowiany, a potem zdecydowaly o ich ogromnej
karierze w dobie, kiedy nie byto jeszcze komputerow. Chociaz i w dobie komputeréw krakowiany
znacznie oszczedzaja czas obliczen, ktéry niejednokrotnie jest bardzo drogi, i niejednokrotnie
upraszczaja programy komputerowe.

Przed laty, za zycia Tadeusza Banachiewicza w Srodowisku naukowym krakowskim zy-
wo dyskutowano wzajemne relacje miedzy macierzami i krakowianami. Dyskusja ta odbywata
sie na posiedzeniach Polskiego Towarzystwa Matematycznego i posiedzeniach PAU oraz na se-
minariach Instytutu Matematycznego PAN i w innych miejscach. Niekonwencjonalna czasem
forma dyskusji i zywiotowo$é¢ dyskutantow Sciagaly szerokie rzesze stuchaczy niekoniecznie za-
interesowanych matematyka. Niektérzy wspomniane dyskusje traktowali jak darmowy program
kabaretowy. Z jednej strony przeciwnicy krakowianéw na czele z Tadeuszem Wazewskim atako-
wali sensowno$é¢ krakowianéw, a z drugiej strony zwolennicy krakowiandéw pod przewodnictwem
ich tworcy wykazywali zalety krakowianéw w poréwnaniu do macierzy. Matematycy forsowa-
li poglad, ze teoretycznie krakowiany nie wnosza nic nowego, gdyz wszystko, co uzyskuje sie
krakowianowo, mozna uzyskaé¢ poprzez macierze. Z kolei zwolennicy krakowiandéw uwazali je za
lepsze narzedzie od macierzy. Wydaje sig, ze doszto do sytuacji braku porozumienia, gdyz niedo-
statecznie $cisle doprecyzowano pojecie macierzy z jednej strony i pojecie krakowianu z drugiej
strony. Bylo to przyczyna licznych nieporozumien. Zresztg definiowanie macierzy we wspotcze-
snych podrecznikach nadal pozostawia wiele do zyczenia. Otéz do tej pory w prawie wszyst-
kich podrecznikach akademickich definiuje sie macierze liczbowe rzeczywiste jako odwzorowanie
przyporzadkowujace parom liczb naturalnych liczby rzeczywiste, czyli macierze traktowane sa
w definicji jako tabliczki liczb. Nastepnie osobno wprowadza sie definicje dzialan na macierzach
(tak samo traktowano krakowiany — jako tabliczki liczb). Jest to ewidentny btad dydaktyczny
o glebokich konsekwencjach merytorycznych, gdyz zbiér samych prostokatnych tabliczek liczb
nie stanowi macierzy (ani nie stanowi krakowianu). Zbiér macierzy posiada okreslona strukture



dzialan (réwniez okreslona strukture dzialan posiada zbiér krakowianéw). Dlatego w definicji
macierzy nalezy zawrzeé definicje (aksjomaty) dzialan na macierzach, czyli nalezy podaé defini-
cje aksjomatyczna macierzy, z ktérej wynikng wszystkie podstawowe wtasnosci macierzy.
Postaramy sie¢ uzasadnié¢ teze, ze macierze i krakowiany wprawdzie czeSciowo zazebiaja
sig, jednak ani jedne, ani drugie nie sg lepsze i nie obejmuja sie¢ wzajemnie jako teoria o okre-
Slonej strukturze, w tym sensie, ze jedne sa ogélniejsze od drugich (jak to niektérzy uwazali
w przesztosci). Aby osiagnaé¢ zamierzony cel, sformulujemy aksjomatyczna definicje macierzy
i aksjomatyczna definicje krakowianu i poréwnujac te definicje wyciagniemy stosowne wnioski.

Aksjomatyczna definicja macierzy

Niech N,, ={1,2,...,m}, N, ={1,2,...,n}.

Kazde odwzorowanie A : N,, x N, — R nazywamy macierza prostokatna o wymiarach
m X n, jezeli zachodza nastepujace aksjomaty okreslajace dziatania na macierzach:

1) réwnos$é¢ macierzy
[@ijlmxn = [bijlmxn = Vie{l,2,...,m}, Vje{1,2,...,n} a;; = by
2) dodawanie macierzy
[@ijlmxn + [bijlmxn = [Cijlmxn = Vie{l,2,...,m}, Vje{1,2,...,n} ¢ij = a;j + bi;
3) mnozenie macierzy przez liczbe
A [@ijlmxn = [Cijlmxn ?Vi €{1,2,...,m}, Vie{l,2,...,n} c;j = X aj,

4) mnozenie macierzy przez macierz

[aij]mxn : [bjk]nxp = [Cik]mxp ? Vi € {1,2, - ,m}, Vk € {1,2, A ,p} Cik = Zaij . bjk.
j=1

Aksjomatyczna definicja krakowianu

Niech N,, ={1,2,...,m}, N, ={1,2,...,n}.

Kazde odwzorowanie a : N, X N, — R nazywamy krakowianem prostokatnym o wymia-
rach m x n, jezeli zachodza nastepujace aksjomaty okreslajace dziatania na krakowianach:
1) réwnosé krakowiandéw

{aij}mxn = {bij}mxn (? Vi € {1, 2,..., m}, VJ € {1, 2,..., n} Q5 = bij

2) dodawanie krakowianéw
{aij}an + {bij}an = {Cij}mxn <d_,T> Vi € {17 27 ceey m}7 v.] € {17 27 ey n} Cij = Q45 + bzg
3) mnozenie krakowianu przez liczbe

A {aij}mxn = {Cij}an ? Vi€ {1,2, .. .,m}, VJ € {1,2, .. .,n} Cij = A Qjj

4) mnozenie krakowianu przez krakowian
n
{aij}mxn . {bkj}pxn — {Cik}mxp ? Vi € {1,2, .. .,m}, VEk e {1, 2, . ,p} Cik = Zaij . bkj-
j=1

Poréwnujac podstawowe wtasnosci dziatan na macierzach i krakowianach zauwazmy, ze mnoze-
nie macierzy jest laczne, a mnozenie krakowianéw nie jest taczne. Powoduje to, ze krakowiany
z dzialaniem mnozenia nie stanowia tzw. grupy algebraicznej, natomiast macierze z mnozeniem
macierzy stanowia grupe. Wida¢ wiec, ze krakowiany maja inng strukture algebraiczna niz ma-
cierze. Z podstaw algebry wiadomo, ze macierze sa izomorficzne z odwzorowaniami liniowymi,



czyli macierze algebraicznie sg nierozréznialne od odwzorowan liniowych, a izomorfizm przeno-
si strukture. Mozna by oczywiscie szuka¢ izomorficznych odpowiednikéw krakowianéw, ktore
na pewno nie moga by¢ tozsame z odwzorowaniami liniowymi ze wzgledu na inng strukture
krakowianéw, ktéra dla ustalenia uwagi mozna by nazwaé strukturg krakowianowa. Wynika
7 Powyzszego, ze istotna réznica miedzy macierzami a krakowianami tkwi w innej strukturze
obu poje¢, a nie, jak niektérzy sadza, w innej kolejnosci numeracji wskaznikow elementéw ma-
cierzy (wiersz — kolumna) czy krakowianu (kolumna — wiersz). Macierze i krakowiany sa dwoma
autonomicznymi rachunkami. I nie jest tak, jak niektérzy sadzili, ze krakowiany sa szczegdlnym
przypadkiem macierzy, ani nie jest na odwroét, gdyz gdyby tak byto, to woéwczas krakowiany
musiatyby by¢ izomorficzne z podzbiorem odwzorowan liniowych, co ze wzgledu na wczesniej
wykazang roznice struktury macierzy i krakowianéw nie jest mozliwe, i na odwrdt, macierze
musiatyby by¢ izomorficzne z izomorficznymi odpowiednikami krakowianéw, co réwniez nie jest
mozliwe z tych samych powodéw co poprzednio. Nieco ubozsza struktura algebraiczna krako-
wianow i inna definicja mnozenia krakowianéw daje mozliwos¢ definiowania pewnych obiektow
nie definiowanych dla macierzy, jak np. pierwiastek krakowianu i poprzez to mozliwe staje sie
uzyskiwanie pewnych wynikoéw, ktorych nie da si¢ uzyska¢ macierzowo.

Iloraz krakowianéw, odwrotnos¢ i pierwiastek krakowianu

llorazem krakowianow a i b nazywa sie krakowian @, jezeli spelniona jest réwnos¢ x-7b = a,
gdzie krakowian jednostkowy 7 ma elementy okreslone nastepujaco: 7;; = 1 dlat = joraz 7;; = 0
dla ¢ # j. Oczywiscie nie zawsze istnieje iloraz krakowianéw.

Operacje dzielenia i rozktadu krakowianéw kwadratowych na krakowiany tréjkatne umoz-
liwity Banachiewiczowi opracowanie nowej metody rozwiazywania uktadéw rownan liniowych
kramerowskich bez potrzeby stosowania wzoréw Cramera.

Odwrotnoscig krakowianu a nazywa si¢ krakowian b, gdy zachodzi warunek a -b = 7.
Zatem a~! = b, gdzie symbolem a~! oznacza sie odwrotnoéé krakowianu a.

Pierwiastkiem kwadratowym symetrycznego krakowianu a nazywa sie trojkatny krako-
wian r, gdy zachodzi réwnosé r? = a, gdzie r?> =r - r.

Wprowadzone przez Banachiewicza operacje odwrotnosci i pierwiastka krakowianu miaty
na celu ich zastosowanie do modyfikacji metody Gaussa najmniejszych kwadratéw. Algorytm
Banachiewicza metody najmniejszych kwadratéw pozwala na szybsze i bardziej przejrzyste wy-
znaczenie niewiadomych niz klasyczna metoda.

Nalezy tu doda¢, ze rachunek krakowianowy Banachiewicza oprécz zastosowan do zamia-
ny wspotrzednych, rozwiazywania rownan liniowych, metody najmniejszych kwadratow, okazat
sie takze uzyteczny w wielu innych, czasem bardzo skomplikowanych zagadnieniach. W szcze-
gélnosci rachunek krakowianowy zostal z powodzeniem zastosowany do rozwiazania problemu
dowolnej liczby obrotéw ciata sztywnego dookota réznych osi, eleganckiego i bezposredniego
rozwigzywania wielokatow sferycznych (przed metoda Banachiewicza wielokaty sferyczne roz-
wigzywano w bardzo skomplikowany sposéb rozkladajac je na trdjkaty sferyczne). Rachunek
krakowianowy znalazl takze liczne zastosowania w zagadnieniach geodezyjnych (w poligonome-
trii) oraz w innych dziedzinach nauki, jak np. w astronomii teoretycznej (wyznaczanie orbit
planet — metoda Banachiewicza-Olbersa) i w geofizyce.

Banachiewicz od roku 1923 opublikowal ponad 50 prac dotyczacych krakowianéw i ich
zastosowan. W roku 1952 zostal wydany jego skrypt pt. Metody rachunkéw astronomicznych,
W przewazajacej czesci poswiecony krakowianom i ich zastosowaniom w astronomii. Natomiast
w roku 1959 staraniem Komitetu Astronomii i Komitetu Geodezji Polska Akademia Nauk dopro-
wadzita do poSmiertnego wydania obszernej monografii Tadeusza Banachiewicza pt. Rachunek
krakowianowy, gdzie na ponad 400 stronach zawarto owoc przeszto dwudziestoletniej pracy same-
go tworcy krakowianéw, ktory zmart 17 listopada 1954 roku i od 1955 roku spoczywa w krypcie



wybitnych Polakéw w Bazylice Ojcéw Paulinéw ,Na Skalce” w Krakowie. (Fundatorem klasz-
toru Paulinéw ,,Na Skalce” byl Jan Dtugosz (1415-1480)).

Wiecej informacji na temat Tadeusza Banachiewicza i jego idei naukowych mozna znalezé
miedzy innymi w nastepujacych pozycjach literaturowych i Zzrédtach archiwalnych:
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