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Efektywny algorytm odwracania

konfluentnych macierzy Vandermonde’a

A. Wprowadzenie

Każdą macierz Vandermonde’a można skojarzyć z odpowiadającym wielomia-
nem p(s) = (s−λ1)n1

· · · (s−λr)nr . Klasyczna macierz Vandermonde’a odpowiada
przypadkowi, gdy wszystkie pierwiastki p(s) są pojedyncze. Gdy wielomian p(s)
posiada pierwiastki wielokrotne, odpowiada mu tzw. konfluentna macierz Vander-
monde’a. W jej kolumnach oprócz kolejnych potęg różnych pierwiastków znajdują
się pochodne tychże kolumn przemnożone przez odpowiedni współczynnik. For-
malną definicję podaje [3, 5].

B. Innowacja artykułu

Celem artykułu jest przedstawienie efektywnego algorytmu odwracania kon-
fluentnych macierzy Vandermonde’a. W literaturze podano metody odwracania
tychże macierzy [3], jednak wymagają one wykonania szeregu obliczeń symbolicz-
nych i dlatego nie są gotowe do implementacji numerycznej.

Główną innowacją niniejszego artykułu jest podanie algorytmu numerycznego
rozwiązującego tytułowy problem. Wprowadzony algorytm jest możliwy do im-
plementacji w dowolnym języku programowania ogólnego przeznaczenia; jedynym
wymogiem stawianym docelowemu kompilatorowi jest obsługa typów zmiennoprze-
cinkowych oraz podstawowych działań arytmetycznych tj. +, −, ∗, /. Ponadto po-
dano przykładową implementację w Visual C++. Algorytm stanowi podsumowanie
prac autora.

C. Złożoność obliczeniowa skonstruowanego algorytmu

W artykule udowodniono, że złożoność obliczeniowa podanego algorytmu
w ujęciu asymptotycznym wynosi O(N 2), niezależnie od krotności pierwiastków
n1, . . . , nr wielomianu charakterystycznego p(s). Dlatego złożoności: pesymistycz-
na, średnia i optymistyczna wprowadzonego algorytmu są równe O(N 2).

D. Złożoność pamięciowa skonstruowanego algorytmu

Przedstawiona implementacja nie wymaga przydzielania dodatkowych struk-
tur danych poza szukaną macierzą odwrotną, gdyż w toku obliczeń algorytm wy-
korzystuje tymczasowo nieużywane pola w sukcesywnie wyznaczanej macierzy od-
wrotnej.

E. Znaczenie konfluentnych macierzy Vandermonde’a oraz ich od-

wrotności

Odwrotności tytułowych macierzy znajdują zastosowanie w następujących pro-
blemach:

• Kodowanie oraz dekodowanie informacji w kodzie Hermitiana [4],
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• interpolacja Hermitiana, dopuszczająca występowanie wielokrotnych węzłów,
• optymalizacja układów dynamicznych [2],
• macierz podobieństwa Jordana T dla liniowego równania różniczkowego prze-

kształconego do postaci Frobeniusa ma postać konfluentnej macierzy Vander-
monde’a; dlatego znajomość odwrotności T −1 pozwala na:
— rozwiązanie dowolnego (!) liniowego równania różniczkowego o stałych

współczynnikach,
— obliczanie eksponenty (i dowolnej funkcji) macierzy Frobeniusa,
— analizę zbiorów osiągalnych dla układów dynamicznych dowolnego, n-go

rzędu,
— inne.
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