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Numeryczna minimalizacja catkowej
krzywizny Mengera dla krzywych zamknietych

Catkowa krzywizna Mengera z wyktadnikiem p jest to funkcjonal okreélony wzorem

Kp(c)Z///K(p1,p2,p3)pdCdCdC.

Jego argumentem jest krzywa C C R?; catkowanie przebiega po wszystkich tréjkach punktéw
p1,p2,p3 € C, wzgledem dhugosci tuku krzywej C. Funkcja K(p1,p2, ps), zwana krzywizna
Mengera, jest odwrotnoscig promienia okregu przechodzacego przez punkty pi, p2, ps.

Dla p > 3 catkowa krzywizna Mengera jest nieskonczona, jesli krzywa ma samoprzecie-
cia lub nieciggly kierunek stycznej. W zbiorze krzywych zamknietych o ustalonej dtugosci
catkowa krzywizna Mengera jest pewng miara ,powyginania” krzywej i przyjmuje wartosé
najmniejsza, jesli krzywa jest okregiem. Oprocz tego catkowa krzywizna Mengera ma nie-
skonczenie wiele lokalnych miniméw, ktore sg rozmaitymi weztami. Przedstawiana praca ma
na celu numeryczne znajdowanie takich krzywych minimalnych.

Postawione tu zadanie optymalizacji jest trudne. Po pierwsze, catkowa krzywizna Men-
gera jest niezmiennikiem izometrii, przez co poszukiwane minima nie sg jednoznacznie okre-
Slone. Po drugie, uzycie parametryzacji do reprezentowania krzywej wprowadza kolejny po-
wod niejednoznacznodci rozwigzania. Po trzecie, obliczenie catkowej krzywizny Mengera i jej
pochodnych ze wzgledu na wspoélczynniki reprezentacji krzywej jest dos¢ kosztowne.

Kluczem do rozwigzania przedstawionych wyzej problemow jest dyskretyzacja przez uzy-
cie B-sklejanej reprezentacji krzywych, co umozliwia obliczanie wartosci funkcjonatu i jego
pochodnych stosunkowo matym kosztem, oraz regularyzacja zadania przez wprowadzenie od-
powiednich funkcji kary. W ten sposéb powstaje zadanie minimalizacji funkcji wielu (w prak-
tyce kilkudziesieciu do kilkuset) zmiennych, przy czym minima tej funkcji sa punktami
izolowanymi. Uzyta numeryczna metoda minimalizacji jest algorytmem hybrydowym; jedna
iteracja w poczatkowej fazie obliczen dokonuje minimalizacji wzdtuz trajektorii Levenberga—
Marquardta, a w konicowej fazie jest krokiem metody Newtona. Szybka zbiezno$¢ tej metody,
mimo koniecznosci obliczania hesjanu minimalizowanej funkcji, przektada sie na stosunkowo
krotki czas obliczen. Jednym z elementéw algorytmu jest przeciwdziatanie ,zjawisku tunelo-
wemu”, ktére moze prowadzié¢ do ,rozplatania” sie wezta. Algorytm zapewnia, ze znaleziona
krzywa jest topologicznie tym samym weztem, co krzywa bedaca punktem startowym.



