
1. Niech X = Rn[t] bȩdzie przestrzenia̧ wielmianów stopnia co najwyżej n. Wyznaczyć wielomian
charakterystyczny i wartości własne endomorfizmu

d : X 3 w −→ w′ ∈ X,

gdzie w′ jest pochodna̧ wielomianu w.

2. Wykazać nastȩpuja̧ce zwia̧zki miȩdzy wielomianami charakterystycznymi:

(a) (−t)mWAB(t) = (−t)nWBA(t), gdzie A ∈Mn×m(K) oraz B ∈Mm×n(K),

(b) WA−1(t) = 1
detA(−t)nWA

(
1
t

)
, gdzie A ∈ GLn(K),

(c) WM(t) = WA+B(t)WA−B(t), gdzie A,B ∈Mn×n(K), oraz

M =
[
A B
B A

]
.

3. Wyznaczyć wartości własne i wektory własne odwzorowania liniowego R3 −→ R3 bȩda̧cego:

(a) symetria̧ wzglȩdem płaszczyzny x = −z,

(b) rzutowaniem na płaszczyznȩ y = −z,

(c) symetria̧ wzglȩdem prostej x = y = −2z,

(d) obrotem przestrzeni o ka̧t π/4 wzglȩdem osi OY .

4. Rozważmy odwzorowanie liniowe F : K3 −→ K3:

F (x, y, z) = (x− y + 2z, x− z, x+ y + 2z).

Wyznaczyć macierz oraz bazȩ Jordana, gdy

(a) K = C,

(b) K = R.

5. Znaleźć bazy Jordana i macierze Jordana, które w bazach kanonicznych maja̧ postać

(a)
[
−2 −5
2 4

]

(b)

 5 0 2
2 −1 0
−8 4 −1



(c)


1 1 0 0
1 0 −1 −2
0 0 1 1
1 2 1 0


6. Obliczyć:

(a) (1 + i
√

3)2013 (b)
[

1 −
√

3√
3 1

]2013
(c)

[
1 3
1 1

]2013

1



7. Wykazać, że jeżeli macierz X ∈M2×2(C) spełnia równanie X2 = λId, gdzie λ ∈ C, to jest
postaci [

p y
z q

]
gdzie p i q sa̧ wzajemnie przeciwnymi pierwiastkami stopnia drugiego z λ− yz, lub X = rId,
gdzie r jest pierwiatkiem druggiego stopnia z λ.

8. Rozwia̧zać analogiczne zad. jak poprzednie w przypadku, gdy ∈M2×2(R) oraz λ ∈ R.

9. Każda̧ przestrzeń wektorowa̧ zespolona̧ można traktować jako przestrzeń rzeczywista̧,
zawȩżaja̧c mnożenie przez skalar do skalarów rzeczywistych. Wykazać, że jeżeli X jest
zespolona̧ przestrznia̧ wektorowa̧ oraz e1, . . . , en tworza̧ bazȩ nad C, to wektory
e1, . . . , en, ie1, . . . , ien tworza̧ bazȩ przestrzeni X nad R.

10. Niech X bȩdzie przestrzenia̧ wektorowa̧ nad R. Niech UC bȩdzie kompleksyfikacja̧ U . Wykazać,
u1, . . . , ur, w1, . . . , wk, v1, . . . , vk ∈ U jest baza̧ U wtedy i tylko wtedy, gdy
u1, . . . ur, w1 + iv1, . . . , wk + ivk, w1 − iv1, . . . , wk − ivk jest baza̧ UC.

11. Niech f : U −→ V bȩdzie odwzorowaniem liniowym pomiȩdzy rzeczywistymi przestrzeniami
wektorowymi oraz niech fC : UC −→ V C bȩdzie jego kompleksyfikacja̧. Wykazać, że:

(a) fC jest jedynym odwzorowaniem liniowym, którego zawȩżeniem do U jest f ,

(b) fC(p) = fC(p).

12. Niech XC bȩdzie kompleksyfikacja̧ rzeczywistej przestrzeni wektorowej X, oraz niech

A = {v| v ∈ A} gdzie A ⊂ XC.

Wykazać, że:

(a) jeżeli wektory v1, . . . vl ∈ XC sa̧ liniowo niezależne, to wektory v1, . . . , vl również sa̧
liniowo niezależne (nad C),

(b) Jeżeli U jest podprzestrznia̧ zespolona̧ XC, to U jest równiż jej podprzestrzenia̧, oraz
gdy dimU <∞, to dimU = dimU .

13. Niech f : U −→ V bȩdzie odwzorowaniem pomiȩdzy zespolonymi przestrzeniami wektorowymi.
Niech u1, . . . , up oraz v1, . . . vr bȩda̧ bazami odpowiednio U i V . Wykazać, że f jest liniowe
wtedy i tylko wtedy, gdy jest R-liniowe oraz w bazach u1, . . . , up, iu1, . . . , iup,
v1, . . . vr, iv1, . . . ivr ma macierz [

A −B
B A

]
,

gdzie A,B ∈Mq×p(R).

14. Niech f bȩdzie endomorfizmem skończenie wymiarowej przestrzeni zespolonej, a fR bȩdzie tym
samym odwzorowaniem traktowanym jako endomorfizm przestrzeni rzeczywistej. Wykazać że

WfR(t) = Wf (t)Wf (t),

gdzie Wf powstaje przez zasta̧pienie każdego współczynnika wielomianu Wf jego sprzȩżeniem.
Zauważyć ponadto, że

detfR = |detf |2, trfR = R(trf).
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