1. Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem R. Niech f : V — R bedzie forma
kwadratowa. Wykazac, ze

¢:V XV 3 (v1,09) —>i(f(U1+U2)—f(Ul—Uz))

jest forma dwuliniowa skojarzong z f (tzn. forma dwuliniowa symetryczng taka, ze

¢(v,v) = f(v).)

2. Znalez¢ macierz nastepujacej formy kwadratowej o wspétezynnikach rzeczywistych (czyli
macierz odpowiadajacej jej formy symetrycznej):

(a) 373 + 4dz119 — 203,

(b) ba? — x1x9 + 6x123 + 323 — T2,

(c) =Tz} — 4zy19 + 63173 + 325 + dwgxs + 373,
(d) 22 4 2z175 + 323 + dazxs.

3. Zmalez¢ formy kwadratowe, ktérych macierze maja postac:

0 3 4 1
2 -1 3
3 5 3 0 2 2
W |3 5] DR @392 2
1 2 -3 1

Przyklad 1. Sprowadzimy do postaci kanonicznej forme kwadratowa
f(x1, 2, x3) = T129 + 42125 — 8T23.

Jej macierza jest

0 3 2
B=|1 0 —4
2 =4 0

2

f nie zawiera wyrazenia x;,t = 1,2, 3, wiec stosujemy zamiane zmiennych

X1 =21+ 29
Ty =21 — 22 ,
T3 = 23

1 otrzymujemy, ze

f(Zl —+ 29,21 — X9, 23) = (21 + ZQ)(Zl — ZQ) -+ 4(21 + 22)23 — 8(21 — 22)23 =
=22 — 22 — 42120 + 122923

Dalej

22— 22 — A4z + 122023 = (21 — 223)% — 25 — 423 + 122923 =
= (21 — 223)% — (23 — 623)% + 3625 — 425 = (21 — 223)% — (20 — 623)” + 3223.

Ktadac
Y1 =21 — 223
Y2 = 22 — 623
Ys = <=3



otrzymujemy poszukiwang zamiane zmiennych

21 =1+ 2ys3
29 = Yo + Oys (%%)
23 = Y3

Macierzami odwzorowan odpowiednio (x) oraz (xx) sa

1 1 0 10 2
Ai=]1 -1 0 Ay=10 1 6|,
0 0 1 00 1

wige diag(1,—1,32) = (A3)T(A))TBA Ay
4. Zmalez¢ postaé¢ kanoniczna nastepujacych form kwadratowych. Dla kazdej formy kwadratowe;j
posiadajacej macierz A i forme kanoniczna D znalezé macierz P taka, ze D = PT AP:
(a) 3 + 2w123 + 222 + 323,
(b) 22} + 2x129 + 235 — 22975 + 223,
) 222 + 22179 + 27174 + 373 — 222 + 327,
)
)

(e) xyxy — X223,

T1Xo + T3X4,

Pryklad 2 (Metoda Jacobiego) Mamy nastepujace twierdzenie:
Niech f: R™ — R bedzie forma kwadratowa oraz niech

aip -+ Qin
A=
ap1  *++  App
bedzie macierza stowarzyszona z f. Niech
aip o0 ayg
Ai -
13 BN 07}

oraz niech Ny =1, A; = det A;, i = 1,...,n. Jezeli A; # 0,7 = 1,...,n to istnieje wtedy macierz
P e GL,(R) taka, ze

f(PX)=X"P"APX =)
=1
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Wykorzystamy to twierdzenie do okreslenia, czy dana forma kwadratowa jest dodatnio okreslona.
Niech
f(z1, 19, 23) = 23 + 22129 + 22123 + 2T973.

Forma ta ma macierz
1 11
A=|1 0 1
1 10
Stad Ay =1,Ay = —1, A3 = 1. Na mocy powyzszego twierdzenia, f ma posta¢ kanoniczna

gY) =yi — v —u3,

a zatem nie jest dodatnio okreslona.



5. Ktore z ponizszych form kwadratowych o wspétezynnikach rzeczywistych sa dodatnio
okreslone?

a) 222 + 22129 + 22 — 2x9m3 + 422,
1 2 3
b) a2 + 322 4 3922 — 22125 + 4w 125 — 202073,
1 2 3
c) 2% + 322 + 2222 — 23179 + 43173 — 162973,
1 2 3
)

(d) 2? — 222 — 2722 + 21179 — 47173 + 142073



