
1. Niech V bȩdzie przestrzenia̧ wektorowa̧ nad ciałem R. Niech f : V −→ R bȩdzie forma̧
kwadratowa̧. Wykazać, że

φ : V × V 3 (v1, v2) −→
1
4

(
f(v1 + v2)− f(v1 − v2)

)
jest forma̧ dwuliniowa̧ skojarzona̧ z f (tzn. forma̧ dwuliniowa̧ symetryczna̧ taka̧, że
φ(v, v) = f(v).)

2. Znaleźć macierz nastepuja̧cej formy kwadratowej o współczynnikach rzeczywistych (czyli
macierz odpowiadaja̧cej jej formy symetrycznej):

(a) 3x21 + 4x1x2 − 2x22,

(b) 5x21 − x1x2 + 6x1x3 + 3x22 − 7x23,

(c) −7x21 − 4x1x2 + 6x1x3 + 3x22 + 4x2x3 + 3x23,

(d) x21 + 2x1x5 + 3x24 + 4x3x5.

3. Znaleźć formy kwadratowe, których macierze maja̧ postać:

(a)
[

3 5
5 2

]
, (b)

 2 −1 3
−1 17 2
3 2 0

 (c)


0 3 4 1
3 0 2 2
4 2 7 −3
1 2 −3 1



Przykład 1. Sprowadzimy do postaci kanonicznej formȩ kwadratowa̧

f(x1, x2, x3) = x1x2 + 4x1x3 − 8x2x3.

Jej macierza̧ jest

B =

 0 1
2 2

1
2 0 −4
2 −4 0

 .
f nie zawiera wyrażenia x2i , i = 1, 2, 3, wiȩc stosujemy zamianȩ zmiennych

x1 = z1 + z2
x2 = z1 − z2
x3 = z3

, (?)

i otrzymujemy, że

f(z1 + z2, z1 − z2, z3) = (z1 + z2)(z1 − z2) + 4(z1 + z2)z3 − 8(z1 − z2)z3 =
= z21 − z22 − 4z1z2 + 12z2z3.

Dalej

z21 − z22 − 4z1z3 + 12z2z3 = (z1 − 2z3)2 − z22 − 4z23 + 12z2z3 =
= (z1 − 2z3)2 − (z2 − 6z3)2 + 36z23 − 4z23 = (z1 − 2z3)2 − (z2 − 6z3)2 + 32z23 .

Kłada̧c 
y1 = z1 − 2z3
y2 = z2 − 6z3
y3 = z3
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otrzymujemy poszukiwana̧ zamianȩ zmiennych
z1 = y1 + 2y3
z2 = y2 + 6y3
z3 = y3

(??)

Macierzami odwzorowaṅ odpowiednio (?) oraz (??) sa̧

A1 =

 1 1 0
1 −1 0
0 0 1

 A2 =

 1 0 2
0 1 6
0 0 1

 ,
wiȩc diag(1,−1, 32) = (A2)T (A1)TBA1A2

4. Znaleźć postać kanoniczna̧ nastȩpuja̧cych form kwadratowych. Dla każdej formy kwadratowej
posiadaja̧cej macierz A i formȩ kanoniczna̧ D znaleźć macierz P taka̧, że D = P TAP :

(a) x21 + 2x1x3 + 2x22 + 3x23,

(b) 2x21 + 2x1x2 + x22 − 2x2x3 + 2x23,

(c) 2x21 + 2x1x2 + 2x1x4 + 3x22 − 2x23 + 3x24,

(d) x1x2 + x3x4,

(e) x1x2 − x2x3.

Prykład 2 (Metoda Jacobiego) Mamy nastȩpuja̧ce twierdzenie:
Niech f : Rn −→ R bȩdzie forma̧ kwadratowa̧ oraz niech

A =


a11 · · · a1n
... . . . ...
an1 · · · ann


bȩdzie macierza̧ stowarzyszona̧ z f . Niech

Ai =


a11 · · · a1i
... . . . ...
ai1 · · · aii


oraz niech 40 = 1, ∆i = detAi, i = 1, . . . , n. Jeżeli ∆i 6= 0, i = 1, . . . , n to istnieje wtedy macierz
P ∈ GLn(R) taka, że

f(PX) = XTP TAPX =
n∑
i=1

∆i−1
∆i

x2i .

Wykorzystamy to twierdzenie do określenia, czy dana forma kwadratowa jest dodatnio określona.
Niech

f(x1, x2, x3) = x21 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3.

Forma ta ma macierz

A =

 1 1 1
1 0 1
1 1 0

 .
Sta̧d ∆1 = 1,∆2 = −1,∆3 = 1. Na mocy powyższego twierdzenia, f ma postać kanoniczna̧

g(Y ) = y21 − y22 − y23,

a zatem nie jest dodatnio określona.
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5. Które z poniższych form kwadratowych o współczynnikach rzeczywistych sa̧ dodatnio
określone?

(a) 2x21 + 2x1x2 + x22 − 2x2x3 + 4x23,

(b) x21 + 3x22 + 39x23 − 2x1x2 + 4x1x3 − 20x2x3,

(c) x21 + 3x22 + 22x23 − 2x1x2 + 4x1x3 − 16x2x3,

(d) x21 − 2x22 − 27x23 + 2x1x2 − 4x1x3 + 14x2x3.
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