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Charakteryzacje regresyjne w niekomutatywnej probabilistyce

Wiele charakteryzacji zmiennych losowych, znanych w klasycznej probabilistyce, ma
swoje odpowiedniki w wolnej probabilistyce. Przykładem takiej analogii jest twierdzenie
Bernsteina, charakteryzujące niezależne zmienne losowe X,Y o rozkładzie normalnym,
przez niezależność zmiennych X − Y , oraz X + Y . Jego odpowiednik w wolnej probabili-
styce [3] brzmi: wolne zmienne losowe X, Y mają rozkład Wignera wtedy i tylko wtedy, gdy

zmienne X − Y oraz X + Y są wolne.
Jednym z najbardziej znanych twierdzeń charakteryzujących rozkłady zmiennych lo-

sowych jest twierdzenie Lukacsa, mówiące, że jeżeli dodatnie, niezdegenerowane, zmienne
losowe X,Y są niezależne, to zmienne

U =
X

X + Y
, V = X + Y, (1)

są niezależne wtedy i tylko wtedy, gdy X oraz Y mają rozkłady gamma, z tym samym
parametrem skali.

W odpowiedniku powyższego twierdzenia w wolnej probabilistyce rolę rozkładu gamma
gra rozkład Marchenko-Pastur (wolny rozkład Poissona). W [2] udowodnione zostało, że
jeżeli zmienne X, Y są wolne oraz zmienne

U = (X + Y)−1/2
X(X + Y)−1/2

, V = X + Y,

są wolne, to X i Y mają rozkłady Marchenko-Pastur.
Zauważmy, że w (1), X = UV oraz Y = V (1 − U). W pracy [1] autorzy rozważają

schemat regresyjny, dualny do twierdzenia Lukacsa. Jeżeli zmienne U, V są niezależne, to

E
(

(V (1 − U))k|UV
)

= c, E
(

(V (1 − U))l|UV
)

= d,

dla pary (k, l), będącej jedną z par {(1, 2), (−1, 1), (−1,−2)} oraz c, d ∈ R , wtedy i tylko
wtedy, gdy U ma rozkład beta, oraz V ma rozkład gamma.

W referacie przedstawione zostanią wyniki, będące analogami powyższego twierdzenia
w wolnej probabilistyce.
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