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O zbiorach mniejszych ni» miary zero

Niech ε b¦dzie zbiorem ci¡gów liczb dodatnich ε = {εk : k ∈ K}, εk = (εk1, ε
k
2, . . . ),

εkn > 0. Oznaczamy przez Mε rodzin¦ zbiorów B ⊂ R o wªasno±ci: istniej¡ przedziaªy
P k
n o dªugo±ciach |P k

n | = εkn speªniaj¡ce B ⊂
⋃
n≥1 P

k
n dla ka»dego k ∈ K. Je±li tylko

inf
∑

n≥1 ε
k
n = 0, to Mε jest zawarte w ideale N zbiorów B miary Lebesgue'a λ(B) = 0.

Wska»emy wiele trudnych pyta« dotycz¡cych rodzin Mε. Niezb¦dny okazuje si¦ rozwój
specjalnych technik. Najogólniej mówi¡c, mo»na je ª¡czy¢ z konstrukcj¡ zbioru Cantora.
Jak s¡dzimy przykªadem trudnego pytania jest

Hipoteza 1. Istnieje zbiór B ⊂ (0,∞) taki, »e B ∈M{εk:k∈N}, B ∪ (−B) /∈M{ε1}, dla
(najprostszych) ci¡gów geometrycznych ε1 := (2−1, 2−2, . . . ), εk := (2−k, 2−k−1, 2−k−2, . . . ).

Istnieje wiele prac dotycz¡cych ideaªu zbiorów mikroskopijnych M := M{εα:α∈(0,1)}
dla ci¡gów geometrycznych εα := (α, α2, α3, . . . ). Do wa»nych konstrukcji doprowadzi-
ªo pytanie, czy para ideaªów (N ,M) speªnia nast¦puj¡c¡ borelowsk¡ wªasno±¢ Fubiniego
(w skrócie W.F.), gdy N � zbiory miary zero.

Niech mianowicie Ex := {y : (x, y) ∈ E}, Ey := {x : (x, y) ∈ E} b¦dzie (odpowiednio)
przekrojem pionowym i poziomym zbioru E ⊂ R2. Para (I,J ) ideaªów podzbiorów R
speªnia W.F. je»eli dla ka»dego zbioru borelowskiego E ⊂ R2 speªniaj¡cego Ex ∈ J dla
x ∈ R zachodzi {y : Ey /∈ I} ∈ J .

Oczywi±cie, twierdzenie Fubiniego mówi, »e (N ,N ) speªnia W.F. Równie» (K,K) speª-
nia W.F. dla ideaªu K zbiorów I kategorii. Niebanalne jest

Twierdzenie 1. Para (N ,M) nie speªnia W.F.

Dowód doprowadziª do nast¦puj¡cych poj¦¢, u»ytecznych w kilku innych sytuacjach.

De�nicja 1. Ukªad przedziaªów domkni¦tych (Is : s ∈ S) nazw¦ napyleniem ukªadu
przedziaªów domkni¦tych (Jt : t ∈ T ), je»eli dla ka»dego ci¡gu przedziaªów otwartych Pn,
|Pn| = 2−n, n ≥ 1 oraz dla t ∈ T , je»eli λ(Jt ∩

⋃
Pn) ≤ 1

4
|Jt|, to λ(Is ∩

⋃
Pn) ≤ 1

4
|Is| dla

pewnego Is ⊂ Jt, s ∈ S.

De�nicja 2. Zbiór B ⊂ R jest typu m,n dla n > m ≥ 1, je»eli B ⊂
⋃
m≤i<nQi dla

pewnych przedziaªów otwartych Qi, |Qi| = 2−
1
4
i.

Decyduj¡cy lemat mówi, »e dla ka»dego ukªadu (Jt : t ∈ T ) i dla m ≥ 1 istnieje n > m
i napylenie (Is : s ∈ S) ukªadu (Jt : t ∈ T ) takie, »e zbiór B :=

⋃
Is jest typu m,n.

Lemat pozwala te» skonstruowa¢ zbiory B1, B2 ⊂ R takie, »e B1, B2 ∈ M{εk:k∈N},
B1∪B2 /∈M{ε1} dla ε

k := (2−k, 2−k−1, 2−k−2, . . . ). Otwarty jest ten problem dla B2 = −B1

(patrz Hipoteza 1).

1


