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O zbiorach mniejszych niz miary zero

Niech € bedzie zbiorem ciagow liczb dodatnich € = {e* : k € K}, €8 = (e, e, ...),
k

e, > 0. Oznaczamy przez M, rodzine zbioréw B C R o wtasnosci: istnieja przedziaty

PF o dlugosciach |P¥| = ¢* spetiajace B C |, -, P¥ dla kazdego k € K. Jesli tylko
inf Y>> o, e =0, to M, jest zawarte w ideale N zbiorow B miary Lebesgue’a A\(B) = 0.
Wskazemy wiele trudnych pytan dotyczacych rodzin M.. Niezbedny okazuje sie rozwoj
specjalnych technik. Najogoélniej mowigc, mozna je taczyé z konstrukcja zbioru Cantora.
Jak sadzimy przykladem trudnego pytania jest

Hipoteza 1. Istnicje zbior B C (0,00) taki, Ze B € Mywpeny, BU(—B) &€ My, dla
(nagprostszych) ciggow geometrycznych €' = (271,272, ...), ¥ 1= (27k 27F1 27h=2 ).

Istnieje wiele prac dotyczgcych ideatu zbioréw mikroskopijnych M 1= Mca.qe(0,1))
dla ciggéw geometrycznych € := (a,a? a?,...). Do waznych konstrukcji doprowadzi-
lo pytanie, czy para idealow (N, M) spelnia nastepujaca borelowska wlasnosé Fubiniego
(w skrocie W.F.), gdy N — zbiory miary zero.

Niech mianowicie E, := {y : (z,y) € E}, EY := {2 : (z,y) € E} bedzie (odpowiednio)
przekrojem pionowym i poziomym zbioru £ C R?. Para (Z,J) idealéw podzbiorow R
spelnia W.F. jezeli dla kazdego zbioru borelowskiego £ C R? spetniajacego E, € J dla
x € R zachodzi {y: EY ¢ T} € J.

Oczywiscie, twierdzenie Fubiniego mowi, ze (N, N') spelnia W.F. Rowniez (K, K) spel-
nia W.F. dla idealu IC zbioréw I kategorii. Niebanalne jest

Twierdzenie 1. Para (N, M) nie spetnia W.F.
Dowo6d doprowadzit do nastepujacych poje¢, uzytecznych w kilku innych sytuacjach.

Definicja 1. Uktad przedziatow domknietych (Is : s € S) nazwe napyleniem uktadu
przedziatow domknietych (J, : t € T), jezeli dla kazdego ciggu przedziatdw otwartych P,
|P,|=2"",n>1oraz dlat eT, jezeli \(J,NJP,) < I, to \(I,nUP,) < 3|L| dla
pewnego Iy C J;, s € S.

Definicja 2. Zbior B C R jest typu m,n dla n > m > 1, jezeli B C Um§i<n Qi dla
pewnych przedziatéw otwartych Q;, |Q;| = 94t

Decydujacy lemat mowi, ze dla kazdego uktadu (J; : ¢t € T)) i dla m > 1 istnieje n > m
i napylenie (I5: s € S) uktadu (J; : t € T') takie, ze zbior B := |J I, jest typu m, n.

Lemat pozwala tez skonstruowac zbiory By, By C R takie, ze By, By € Mkpeny,
BiUBy ¢ Myay dla € := (278 27F1 2752 ) Otwarty jest ten problem dla By = — B
(patrz Hipoteza 1).



