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Zªo»enia warunkowych warto±ci oczekiwanych,
hipoteza Amemiya�Ando i paradoksy termodynamiki

Przedstawi¦ kilka wyników dotycz¡cych wªasno±ci warunkowych warto±ci oczekiwanych
i ich zªo»e«, z których najbardziej zaskakuj¡ce jest:

Twierdzenie 1

Niech (Ω,F , P ) b¦dzie bezatomow¡ przestrzeni¡ probabilistyczn¡ i niech 1 ≤ p <∞. Wów-

czas dla dowolnych zmiennych losowych X, Y ∈ Lp(Ω,F , P ) nast¦puj¡ce warunki s¡ rów-

nowa»ne:

(i) dla ka»dej funkcji wypukªej f : R→ R zachodzi Ef(X) ≥ Ef(Y )

(ii) dla ka»dego ε > 0 istniej¡ warunkowe warto±ci oczekiwane E1, . . . , En takie, »e

‖Y − En · · ·E1X‖p < ε.

(iii) dla ka»dego ε > 0 istniej¡ warunkowe warto±ci oczekiwane P1, P2, P3 oraz E1, . . . , En ∈
{P1, P2, P3} takie, »e ‖Y − En · · ·E1X‖p < ε.

Dla p =∞ warunki (i) oraz (ii) w dalszym ci¡gu s¡ równowa»ne, natomiast (iii) wymaga
osªabienia poprzez dopuszczenie czterech warunkowych warto±ci oczekiwanych, zamiast
trzech.

W (ii) mo»na uzyska¢ warunkowe warto±ci oczekiwane, których liczba speªnia n =

O
(

‖Y ‖2p
ε2

+ 1
)
. W (iii) liczba n jest w ogólno±ci nieporównanie wi¦ksza. Warunek (i) byª

wielokrotnie rozwa»any w przeszªo±ci. Wi¡»e on nie tyle zmienne losowe X i Y , co ich
rozkªady PX i PY . Jest równowa»ny istnieniu j¡dra Markowa K : R × Borel(R) → [0, 1]
takiego, »e PX(·) =

∫
K(y, ·)PY (dy). Jest tak»e równowa»ny istnieniu zmiennej losowej Z

i jej warunkowej warto±ci oczekiwanej E(Z|G) takich, »e Z ma rozkªad PX , za± E(Z|G)
ma rozkªad PY . Twierdzenie 1 jest w podobnym duchu, lecz dziaªa nie na rozkªadach,
lecz na samych zmiennych losowych. Mówi o mo»liwo±ci przej±cia za pomoc¡ warunkowych
warto±ci oczekiwanych nie od rozkªadu PX do PY , lecz od zmiennej X do zmiennej Y
(z dowolnie zadan¡ precyzj¡).

Twierdzenie to jest zaskakuj¡ce, gdy», intuicyjnie, wydaje si¦ przeczy¢ drugiemu prawu
termodynamiki. Istotnie, je±li przestrze« Ω uto»samimy z obiektem �zycznym, a zmienne
losowe z rozkªadami temperatury na tym obiekcie, wówczas warunkowe warto±ci oczeki-
wane odpowiadaj¡ pewnym sposobom wyrównywania temperatury w obiekcie Ω lub jego
cz¦±ciach (warto wyobrazi¢ sobie warunkowanie wzgl¦dem σ-ciaª sko«czonych). Je±li X
i Y s¡ zmiennymi losowymi o tym samym rozkªadzie, wówczas z Twierdzenia 1 wynika,
»e wielokrotnie wyrównuj¡c (w pewien konkretny sposób) w obiekcie Ω temperatur¦ mo»-
na, zamiast peªnego jej wyrównania, doprowadzi¢ do przej±cia ze stanu opisanego przez X
do stanu opisanego przez Y (z dowolnie zadan¡ precyzj¡).
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Twierdzenie 1 okazuje si¦ mie¢ zastosowanie w teorii ryzyka ubezpieczeniowego. Innym
wnioskiem jest:

Twierdzenie 2

Istnieje f ∈ L1(R)∩L2(R), warunkowe warto±ci oczekiwane P1, . . . , P5 na (R, Borel(R), λ)
oraz E1, E2, · · · ∈ {P1, . . . , P5} takie, »e ci¡g iteracji (En . . . E2E1f) jest rozbie»ny w L2(R).

Twierdzenie to stanowi kolejny kontrprzykªad dla hipotezy Amemiya�Ando (1965).
Hipoteza ta mówi, »e je±li H jest przestrzeni¡ Hilberta, x ∈ H, za± P1, . . . , Pk s¡ rzutami
ortogonalnymi w H, wówczas dla ka»dego ci¡gu E1, E2, · · · ∈ {P1, . . . , Pk} ci¡g iteracji
(En . . . E2E1x) jest zbie»ny w normie H. Ostatnio zostaªo podanych kilka kontrprzykªadów
dla tej hipotezy (A. Paszkiewicz, E. Kopecká). Kontrprzykªad podany w Twierdzeniu 2 jest
o tyle ciekawy, »e wyst¦puj¡ce w nim rzuty s¡ warunkowymi warto±ciami oczekiwanymi.
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