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Zlozenia warunkowych wartosci oczekiwanych,
hipoteza Amemiya—Ando i paradoksy termodynamiki

Przedstawie kilka wynikéw dotyczacych wlasnosci warunkowych wartosci oczekiwanych
i ich zlozen, z ktoérych najbardziej zaskakujace jest:

Twierdzenie 1

Niech (Q, F, P) bedzie bezatomowq przestrzenig probabilistyczng i niech 1 < p < co. Wow-
czas dla dowolnych zmiennych losowych XY € LP(Q, F, P) nastepujgce warunki sq row-
nowazne:

(i) dla kazdej funkcji wypuktej f : R — R zachodzi Ef(X) > Ef(Y)

(ii) dla kazdego ¢ > 0 istniejg warunkowe wartosci oczekiwane Ei, ..., E, takie, Ze
WY —E, - -E. X|, <e.

(iii) dla kazdego e > 0 istniejg warunkowe wartosci oczekiwane Py, Py, Py oraz By, ..., E, €
{Py, Py, Ps} takie, ze ||Y — E,,--- E1 X, <e.

Dla p = oo warunki (i) oraz (ii) w dalszym ciagu sa rownowazne, natomiast (iii) wymaga
ostabienia poprzez dopuszczenie czterech warunkowych wartosci oczekiwanych, zamiast
trzech.

W (ii) mozna uzyska¢ warunkowe wartosci oczekiwane, ktorych liczba spelnia n =
@) <”§—2”§ + 1). W (iii) liczba n jest w ogélnosci nieporownanie wicksza. Warunek (i) byt
wielokrotnie rozwazany w przeszlosci. Wiaze on nie tyle zmienne losowe X i Y, co ich
rozklady Px i Py. Jest rownowazny istnieniu jadra Markowa K : R x Borel(R) — [0, 1]
takiego, ze Px () = [ K(y, )Py (dy). Jest takze rownowazny istnieniu zmiennej losowej Z
i jej warunkowej wartosci oczekiwanej E(Z|G) takich, ze Z ma rozktad Px, zas§ E(Z|G)
ma rozklad Py. Twierdzenie 1 jest w podobnym duchu, lecz dziala nie na rozktadach,
lecz na samych zmiennych losowych. Méwi o mozliwosci przejscia za pomoca warunkowych
wartos$ci oczekiwanych nie od rozkladu Px do Py, lecz od zmiennej X do zmiennej Y
(z dowolnie zadang precyzja).

Twierdzenie to jest zaskakujace, gdyz, intuicyjnie, wydaje sie przeczy¢ drugiemu prawu
termodynamiki. Istotnie, jesli przestrzen () utozsamimy z obiektem fizycznym, a zmienne
losowe 7z rozktadami temperatury na tym obiekcie, wowczas warunkowe wartosci oczeki-
wane odpowiadaja pewnym sposobom wyréwnywania temperatury w obiekcie €2 lub jego
czesciach (warto wyobrazi¢ sobie warunkowanie wzgledem o-cial skoriczonych). Jesli X
i Y sg zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie, wowczas z Twierdzenia 1 wynika,
ze wielokrotnie wyrownujac (w pewien konkretny sposob) w obiekcie 2 temperature moz-
na, zamiast pelnego jej wyréwnania, doprowadzi¢ do przejscia ze stanu opisanego przez X
do stanu opisanego przez Y (z dowolnie zadana precyzja).



Twierdzenie 1 okazuje si¢ mie¢ zastosowanie w teorii ryzyka ubezpieczeniowego. Innym
wnioskiem jest:

Twierdzenie 2
Istnieje f € L'(R)N L*(R), warunkowe wartosci oczekiwane Py, . .., Ps na (R, Borel(R), \)
oraz By, Ey,--- € {P,..., Ps} takie, ze ciqg iteracji (E, ... EyE\ f) jest rozbiezny w L*(R).

Twierdzenie to stanowi kolejny kontrprzyktad dla hipotezy Amemiya-Ando (1965).
Hipoteza ta mowi, ze jesli H jest przestrzenia Hilberta, x € H, zas Py, ..., P, sa rzutami
ortogonalnymi w H, wowczas dla kazdego ciagu Fy, Ey,--- € {Py,..., P} ciag iteracji
(E, ... EyE;x) jest zbiezny w normie H. Ostatnio zostato podanych kilka kontrprzyktadow
dla tej hipotezy (A. Paszkiewicz, E. Kopecka). Kontrprzyktad podany w Twierdzeniu 2 jest
o tyle ciekawy, ze wystepujace w nim rzuty s warunkowymi wartosciami oczekiwanymi.



