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I. Introduction, notations et résultats. Il y a eu récemment des
travaux originaux et intéressants sur les problemes de dynamique des frac-
tions rationnelles en une variable en analyse ultramétrique, c’est-a-dire
quand le corps de base est un corps ultramétrique K. On définit, et on
s’intéresse dans ce cadre aux propriétés des ensembles de Fatou et de Julia
associées a une fraction rationnelle & coefficients dans K. Parmi les articles
de base sur le sujet, on renvoie les lecteurs aux articles de la bibliographie,
en particulier aux articles de L. Hsia et R. Benedetto [HS1, HS2, BE1, BE2,
BE3, BE4].

Pour ce qui concerne la théorie complexe, on pourra consulter le livre
récent de J. Milnor [MI] ou le livre de A. F. Beardon [BEA].

Nous allons commencer par donner quelques définitions. Soient p un
nombre premier rationnel fixé, et C, le complété d'une cloture algébrique
du corps Q, des nombres p-adiques. Pour un polynome H a coefficients
dans C,,, on note d(H) son degré. Soit R une fraction rationnelle; on écrit
R = P/Q, avec P et () polynémes premiers entre eux ; on notera alors d(R)
la quantité max{d(P),d(Q)}, qui sera le degré de R.

On supposera dans toute la suite que R est de degré au moins 2.

La fraction rationnelle R définit une application de P!(C,) dans lui-
méme, que nous visualiserons simplement en rajoutant un point & l'infini
a C,.

Dans ce cadre, on peut itérer la transformation qui & z € C, U {oo}
associe R(z); nous noterons R[™ les itérées successives de R.

On peut définir une distance sur P*(C,), la distance sphérique, de la
fagon suivante : pour deux points A = (x,y) et B = (u,v), on pose

A(A,B) = oz = uy]

max{|z/, |y[} max{[ul, [v[}
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On pourra voir article [BE1] de R. Benedetto pour les propriétés de cette
distance.

On définit, de maniere analogue au cas ou le corps de base est le corps
des nombres complexes, I’ensemble de Fatou F(R) de la fraction rationnelle
R comme étant I'ensemble des points de P!(C,) ot la famille RI" des itérées
de R est équicontinue, c’est-a-dire des points z € P!(C,) tels qu’il existe un
voisinage V de x pour la distance A tel que, pour tout € > 0, il existe 6 > 0
tel que pour tout couple (a,b) d’éléments de V' vérifiant A(a,b) < d, on ait
A(RM(a), R (b)) < e.

Il est clair, d’apres la définition, que ’ensemble de Fatou de R est un
ouvert. Le complémentaire de I’ensemble de Fatou est donc une partie fermée
de P*(C,) que l'on appelle I'ensemble de Julia J(R) de R.

Soit # € PY(C,). On appelle orbite de = sous I’action de R I’ensemble
{RIM(x) : n € N}.

L’ensemble de toutes les pré-images des éléments de 'orbite de = est
appelée la grande orbite de .

Des points intéressants pour 1’étude des ensembles de Fatou et de Julia
sont les points fixes et périodiques, et pré-périodiques de R.

Un point fize de R est un point z € P*(C,) vérifiant R(x) = z, un point
périodique un point x tel qu’il existe un entier n > 1 tel que R (x) = x;
dans ce cas, le plus petit de ces entiers n est la période de z.

Un point pré-périodique est une pré-image d’un point périodique de R.

Si x est un point périodique de R, qui n’est pas le point & 'infini, on
définit son multiplicateur comme étant X = (R[)’(x). On vérifie immé-
diatement qu’en conjuguant R par une homographie, on trouve une nouvelle
fraction rationnelle telle que I'image de = soit encore un point périodique
de méme période, et si I'image de x n’est pas co, de méme multiplicateur.
Ceci permet de définir le multiplicateur de oo quand celui-ci est un point
périodique de R, en I'’envoyant par une homographie sur un point a distance
finie.

On dira que le point périodique = de R est :

(a) Un point attractif si son multiplicateur \ est de module < 1.
(b) Un point neutre si son multiplicateur A est de module 1.
(c) Un point répulsif si son multiplicateur A est de module > 1.

Un résultat qui nous sera utile plus tard est que, si d est un point
périodique de R, de période m, et si on prend k € N, le point RI*(d),
qui est I'un des m points dans l'orbite de d, admet le méme multiplicateur
que d (tous les points de l'orbite de d ont méme multiplicateur) ; on a

(R™)'(d) = (R™)'(R™M ).

On a la proposition suivante :
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THEOREME 1. Soient R une fraction rationnelle et x un point périodique
de R. Alors :

(a) Six est attractif ou neutre, alors x est dans l’ensemble de Fatou.
(b) Si x est répulsif, alors x est dans l’ensemble de Julia.

Preuve. Voir [BE2, Proposition 1.1].

Contrairement & ce qui se passe en analyse complexe, ’ensemble de Julia
d’une fraction rationnelle R peut, en analyse ultramétrique, étre vide. Par
contre, I’ensemble de Fatou n’est jamais vide :

THEOREME 2. Soit R une fraction rationnelle. Alors R posséde au moins
un point five neutre ou attractif; par suite son ensemble de Fatou n’est jamais
vide.

Preuve. Voir [BE2, Corollary 1.3].

Il est bien clair, d’apres ce qui précede, que s’il existe un point périodique
répulsif, il est dans ’ensemble de Julia, et donc celui-ci est non vide.

Il se posait donc la question de voir le rapport entre I’ensemble des points
périodiques répulsifs et ’ensemble de Julia de R.

En analyse complexe, dans la méme situation, ’ensemble de Julia est
I’adhérence des points périodiques répulsifs en raison notamment du fait
que ’ensemble des points périodiques attractifs ou neutres est fini.

Une question posée par L. Hsia dans [HS1, Question 1, page 303] est
d’examiner si cette propriété est vraie aussi en analyse ultramétrique.

Nous allons donner dans cet article une réponse partiellement positive a
cette question :

THEOREME 3. Soit R une fraction rationnelle, de degré au moins 2.
On suppose que R posséde au moins un point périodique répulsif. Alors
l’ensemble de Julia de R est I’adhérence de l’ensemble des points périodiques
répulsifs. De plus, tout point de l’ensemble de Julia est point d’accumulation
de points périodiques répulsifs.

Par contre, notre méthode de démonstration ne nous permet pas de mon-
trer que si la fraction rationnelle R n’a pas de points périodiques répulsifs,
alors son ensemble de Julia est vide, ce qui est aussi une question posée
par L. Hsia dans [HS1, question 4, page 303], et qui compléterait le résultat
précédent, en montrant que ’ensemble de Julia d’une fraction rationnelle
R est dans tous les cas I’adhérence de l'ensemble des points périodiques
répulsifs de R.

La méthode de démonstration de notre résultat principal ressemble a
celle utilisée par Julia dans [JU], avec la différence que, en général, les argu-
ments utilisés en analyse complexe passent mal en analyse ultramétrique.
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L’auteur remercie vivement le referee pour une lecture attentive du texte
original, et en particulier pour une simplification de la fin de la preuve du
résultat principal.

I1. Rappels de résultats. On a tout d’abord des résultats élémentaires
sur les ensembles de Julia et de Fatou :

PROPOSITION 1. Soit R une fraction rationnelle. Alors les ensembles de
Julia et de Fatou sont complétement invariants par R, c’est-a-dire que les
images directes et réciproques d’un élément de ces ensembles sont encore
dans ’ensemble en question.

Preuve. Cela vient simplement du fait que les ensembles de Julia et
Fatou sont stables sous ’action de R, et ils sont complémentaires.

PROPOSITION 2. Soient R une fraction rationnelle, m > 1 un entier et
S(z) = R™(x) litérée d’ordre m de R. Alors les ensembles de Julia et de
Fatou de S sont les mémes que ceux de R.

Un outil tres utile est le critere de Hsia, analogue d’un résultat de Montel
[HS2] :

CRITERE DE HSIA. Soit F' une famille de séries entiéres convergentes
sur un disque D de P(C,). On suppose que l'image de D par les éléments
f € F est inclus dans un ensemble Yindépendant de f dont le complé-
mentaire contient au moins deux points de P1(C,). Alors la famille F est
équicontinue sur D.

Preuve. Nous donnons une preuve pour la commodité du lecteur.
Comme D est un disque de P'(C,), on se ramene d’abord, par conjugai-
son par une homographie, au cas ou c’est un disque de C,, que nous notons
B(a,r); ce disque peut étre ouvert ou fermé, nous traitons le cas du disque
ouvert en laissant celui du disque fermé au lecteur. Soit b € Y, b # oo, qui
existe car le complémentaire de Y a au moins deux points. On peut écrire
tout f € F comme une série entiere f(x) = ag+ai(z—a)+.. . +ap(z—a)"+. ..
qui converge sur D. On sait que f(z) # b pour tout x dans D. Il en résulte
que pour tout x € D, on a |f(z) — b = |f(a) — b| et que |a|o® < |ag — b|
pour tout k£ > 1 et o < r. Sion prend z,y € D, il vient alors que

f@)=f@) =(@-9 Y al(@—a)* ' +@-a)y-a)+...+@y—a)").
k>1

En posant ¢ = max{|z — al,|y — a|} < r, il vient que [f(z) — f(y)| <
| — y|max{|ax|¢" '} donc on a | f(z) — f(y)| < | — ylmax{lax|r""'} et

donc
(@) 1) < o -y L@

r
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On doit maintenant revenir & la distance sphérique et discuter. La dis-
tance sphérique entre f(x) et f(y) est
|f(z) — f(y)]

Alf (=), f(y) = max{|f(z)[, 1} max{| f(y)[, 1}

On discute suivant la position de f(a) : si|f(a)—b| < max{|b|, 1}, il vient que
f(a)] < max{]b|, 1}, et comme max{[f(z)], 1} > 1 et max{|f(y)],1} > 1,
on a

Af(a), flo < 2Ly

Si maintenant |f(a) — b = |f(z) — b = |f(y) — b] > max{|b|, 1}, alors
[f@)l = [f(@)] = [f(y)| > 1, et il vient

A (), £ ) <~ — gl

Il existe donc une constante ¢ > 0 telle que, pour tous x,y € D et f €
F, on ait A(f(x), f(y)) < c|lz — y| et donc une constante C telle que
A(f(z), f(y)) < CA(x,y), puisque les deux distances sont uniformément
équivalentes sur D, ce qui termine la démonstration.

En fait, il existe, comme en analyse complexe, une généralisation immé-
diate (cf. [BEA, page 57]) :

THEOREME 4. Soient D un disque de P1(C,) et F une famille de séries
entiéres convergentes sur D. On suppose que, pour tout f € F, il existe deux
points distincts ay,by dans C, tels que

(a) Uimage f(D) de D par f est incluse dans Yy = P1(C,) — {ays,bs};

(b) il existe m > 0 tel que A(ay,bs) > m pour tout f € F.

Alors F' est équicontinue.

Preuve. Soit hy une homographie non triviale de la forme

ar +0b
)=

qui envoie 0 sur ay et oo sur by. On peut supposer que a,b,c,d sont tous
dans 'anneau d’entiers de C,, I'un d’entre eux étant de module 1. Il y a
une infinité de telles fractions rationnelles, et si on suppose que ay, by sont
dans C,, (les cas restant sont laissés au lecteur), elles sont données par les
relations b = day et a = cby. La condition sur a, b, c,d est respectée si on
prend

1 1
le| = min{l,—} =
by max{1,|bs|}

1 1
m:mm%ﬁ_}:_____.
lay| max{1,|ay|}

et de méme
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Pour une fraction rationnelle h(x) = (az + b)/(cx 4+ d) quelconque, avec
ad — bc # 0, on a la relation

Az, y)
A(h(z), h(y)) < m-

Ceci donne ici pour |ad — be| la quantité |d| - |c| - |ay — bs| = A(ay, by).

Il vient donc que
Az, y Az, y
Als(a).hy () < gl < Sl

On considere maintenant la famille des applications de la forme gy =

th” o f. Ce sont des séries convergentes dans le disque D, car 'unique pdle

de th” est en by, qui n’est pas dans I'image de f. D’autre part, gy évite les
deux valeurs 0 et oo, par construction. Le théoreme précédent s’applique, et
montre que la famille des g¢, f € F, est équicontinue sur D. Soit € > 0; il
existe 6 > 0 tel que si z,y € D et si A(x,y) <9, on a A(gs(x),g7(y)) < ¢
pour tout f € F'. D’autre part, on a f = hy o gy, et par suite si A(z,y) < 0,
on a

Algs(x), 95 (y €
Af(), S(0)) = Al o gg(a) hy o gy(y) < 2IDIW) 2
ce qui démontre I’équicontinuité de la famille F', et termine la démonstration.

)

Nous allons maintenant utiliser une méthode introduite par Poincaré
dans le cas ou le corps de base est C, qui permet de montrer ’existence d’une
fonction méromorphe dans tout C, qui permet de décrire convenablement
les points périodiques de R.

LEMME 1. Soit R une fraction rationnelle, nulle a lorigine, telle que
R'(0) = q est de module |q| > 1, et envoyant le point a linfini sur lui-méme.
Alors il existe une fonction méromorphe @ telle que ®(z) = z+ ... dans un

voisinage de 0, vérifiant (qz) = R(P(2)).

Preuve. On écrit R = P/Q, en supposant que Q(0) = 1 et P(0) = 0,
P’(0) = q, et P,Q premiers entre eux.

On pose
. _pfuw) _ Pr(uv)
mo=&(7) = G

en raison des hypotheses faites, le degré s de P est strictement supérieur au
degré t de Q. On a P*(u,v) = quo* '+ apu?v* 2 +.. .+ a,u’ et Q* (u,v) =
v+ fruv® ™t + .+ Buutv* Tt On étudie le systeme de deux équations :
¢(qz) = P*(¢(2),¢(2)) et ¥(qz) = Q(¢(2),¥(z)); on veut montrer que ce
systeme admet un couple (¢, ) de solutions fonctions entieres dans C,.

Dans la suite, si h est une série entiere, on note Cy,(h) le coefficient de
2" dans h, et h, le polynome > ,_, C(h)z*.
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Nous imposons que ¢(z) =z + ... = Zﬁi apz® avec ag =0, a1 = 1, et
P(z) = ;if) bpz* avec by = 1.

Ceci étant posé, les relations fonctionnelles permettent déja de définir
deux uniques séries formelles solutions du systeme.

En effet, le coefficient de z" dans P*(¢(z),%(z)) est de la forme
qC (o* ™) + a2Cr(*Y* ™) + ... + a,Cp(¢®) (nous rappelons & ce pro-
pos que nous notons ¢, 1! les puissances ordinaires de ¢ et ).

Soit k un entier, k > 1. Alors les coefficients de 27, j < n, dans ¢* ne font
intervenir que les coefficients de z™,m < n —k + 1, dans ¢. De méme, dans
le produit ¢*1*~*, les coefficients de 27, j < n, dans 1*~* ne font intervenir
que les coefficients de 2™, m < n — k, dans 1, car z¥ est en facteur dans ¢F.

On a donc la formule C,,(¢** %) = Cn((;bfhkﬂwf;'fg). I en résulte

anq" = qCn(dnty 1) + 02Cn (@5 190 75) + ... + asCul(dy,_)-

En particulier, le coefficient a,, n’intervient au second membre que dans le
)
premier terme, qui est de la forme

qon(qbndjflill) = qan + an(qbn—ﬂﬁij),

donc
an(q" — @) = qCn(Pn—195 1) + 2Cn (5 U5 "3) + .. + asCr(, ).

Puisque n > 1, le coefficient ¢ —q est non nul, ce qui permet donc d’exprimer
an en fonction des ag, by avec k < n. On fait le méme travail pour la seconde
équation :

bug" = Cu(¥*) + B9 ™) + .+ B (90",

On a encore

bud"™ = Ca(63) + B1Ca(Gnti=) + -+ BiCulBh_ 10570,
Modulo 2" %1, on a ¥$ congru a 15 _; + sb,2", et comme 1(0) = 1, on a
aussi Cr(¢nt ")) = @n + Cr(¢n_195_}), donc

bn(qn _S) = ﬁlan‘i‘cn( 271) +ﬁ10n(¢n—1¢flii) +.. -+ﬁt0n(¢zft+1¢);:€)-

On remarquera que ¢" — s est non nul, car |g|" > 1 si n > 1, et comme
s est entier, on a |s| < 1.

Ces formules permettent de définir de maniere unique deux suites a,, et
b, compte tenu des valeurs initiales ag =0, a1 =1 et by = 1; on a donc un
unique couple de séries formelles solution.

Nous allons montrer maintenant que le rayon de convergence de ces deux
séries est non nul.

Soient U = Y un2z™ et V = > v,2" deux séries entieres, et supposons
que |u,| < Miu" et |v,| < Mau™ pour tout n, ou My, My, sont des
constantes positives. Par la formule donnant le coefficients du terme en z"
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dans le produit W = > w,z" de U et de V, il est alors immédiat que
|wp| < My Myp™ pour tout n.

Soit M un majorant de |g| et des |a],|5;|. Soit N un entier assez grand
de fagon que M < |¢|". Soit enfin x un réel positif, assez grand de facon que
laj| < p? et |bj| < p? pour j =0,...,N. Nous allons montrer que |a,| < u"
et |b,| < p™ par récurrence sur n. Le cas de n = 0,..., N étant réglé par
les hypotheses faites, nous supposons que n > N + 1, et que le résultat est
acquis pour les indices k < n — 1.

Par ce qui précede, il vient, puisque les coefficients d’indice k de ¥,
et de ¢,_p, pour h non nul sont majorés par p*, I'inégalité

Co(@k ) < p™  pour j > 1,k > 1.

Il en résulte d’apres la formule donnant a,,(¢" —q) que |a,|-|g|" < Mpu™, d’ou
lan| < M(p/|g|)". Puisque n > N + 1, cette derniére quantité est majorée
par ™, ce qui démontre ’assertion.

On fait de méme pour |b,|, le raisonnement est exactement le méme.

Nous avons donc démontré que les séries formelles ¢ et ¢ ont un rayon
de convergence non nul.

Supposons maintenant que le minimum r de ces rayons de convergence
soit fini, de sorte que r est le rayon de convergence de I'une des deux séries,
le rayon de convergence de 'autre étant au moins r.

On a les formules

- (()()) = ()

Les deux expressions au second membre ont pour rayon de convergence
au moins |g|r. Comme 'une des séries au premier membre a pour rayon
de convergence exactement r, il y a une contradiction, qui montre que les
deux séries ¢ et 1 définissent deux fonctions entieres dans C,. Il est clair
que le quotient ®(z) = ¢(z)/1(z) est une fonction méromorphe qui vérifie
D(qz) = R(P(z)), ce qui termine la démonstration.

REMARQUE. Les deux fonctions ¢ et ¢ sont sans zéro commun, en raison
de I’hypothese que P et () sont premiers entre eux; en effet, si zg est un
zéro commun éventuel, il est non nul, et on peut supposer que c¢’est un zéro
commun de module minimal. Alors zg/q = 21 n’est pas zéro commun de ¢
et 1, et on a

P (¢(21),¢(21)) = 0 = Q" (d(21), ¥(21))-
En raison de la forme de P*, il en résulte que ¥ (z1) n’est pas nul, et donc

w = ¢(z1)/¥(21) est zéro commun de P et ), ce qui est contraire au fait
que P et @) sont premiers entre eux.

LEMME 2. Soit R une fraction rationnelle, de degré au moins 2, telle
que 'infini soit un point fize ainsi que 0, celui-ci étant répulsif, de multipli-
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cateur q. Soit b un élément non nul de C, tel que R(b) = 0. Alors il existe
une suite de points périodiques répulsifs de R, distincts de b, et de limite b.

Preuve. Par hypothese, on se trouve dans les conditions d’application du
résultat précédent. Soit donc @(x) = ¢(x)/1¢(x) une fonction méromorphe
dans C, tout entier, vérifiant les propriétés du résultat précédent.

1. On montre tout d’abord qu’il existe ¢ € C, tel que @(c) = b. Si un
tel ¢ n’existe pas, la fonction ¢(x) — bp(z) est une fonction entiere dans C,,
qui ne s’annule pas, donc une constante \; en remplacant x par 0, il vient
que A = —b, de sorte que ¢(x) = by)(x) — b. En reprenant les équations qui
définissent ¢ et 9, il vient (gx) = Q* (A + by(x),¥(x)) et A + by(qz) =
d(qr) = P*(A+by(x),9(x)), dou lon tire que A+ bQ* (X + by)(x), (x)) =
P*(\+byp(z),9(x)). La fonction 1 (z) ne peut étre constante, car alors par
la relation A + byy(z) = ¢(z), la fonction ¢(z) serait constante, donc nulle.
Par suite la fonction ¢ (x) est surjective, donc on a pour tout v dans C,,
A+0Q* (A +bv,v) = P*(A+bv,v). On a maintenant les relations P*(u,v) =
v*P(u/v) et Q*(u,v) = v°Q(u/v), il en résulte que

A A
A+vaQ<b+ —) :vSP<b+—>.
v v

Posant x = b+ A/v, il vient alors que

_ s—1 (‘T B b)s
R(.%') _b+( 1) bS,IQ(x)a
ce qui est contradictoire avec R(b) =0 et b # 0.

2. Nous allons maintenant construire une suite de points périodiques de
R, différents de b et de limite b.

On a la relation #(qz) = R(®(z)), d’olt en remplagant z par ¢, on obtient
que P(qc) = R(P(c)) = R(b) = 0.

Le point ¢ est donc un zéro de @(gz). On consideére son développement
de Taylor au voisinage de ¢, que l'on écrit ®(qz) = an(z — )" + ..., avec
ap # 0, le nombre h > 1 étant la multiplicité du zéro c. Ce développement
est convergent dans un disque de centre ¢, et rayon strictement positif. Soit
o > 0 assez petit, tel que sur le disque de centre ¢, rayon g, le développement
converge, que l’on ait de plus sur ce disque |$(gz)| = |an| - |z — ¢|”, et enfin
que ¢(z) n’ait aucun pdle dans ce disque.

Soit n un entier assez grand. On va considérer la fonction

0n(2) = 6(q2) (q,fl) - qﬁ(qnzl)w(qz).

La suite de fonctions 6,,(z) converge uniformément sur le disque B (c, o)
de centre ¢ et rayon g vers la fonction ¢(qz), qui possede un zéro dans ce
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disque, a savoir c. Pour n assez grand, il en sera donc de méme pour la
fonction 6,,.

En remplacant z par ¢ dans I'égalité donnant 6,,, il en résulte que 'on a
0 (c) = —p(c/q" 1)(gc) # 0 a partir d'un certain rang, puisque ¢ # 0, et
1 (gc) # 0 en raison du fait que ¢(gc) = 0, et que ¢ et 1) n’ont pas de zéros en
commun. Il en résulte que si on appelle ¢,, un zéro de 0,, situé dans le disque
BT (c,0), on a ¢, # c, la quantité d,, = @(c,) est bien définie, ainsi que la
quantité ®(c,/q" ') & partir d'un certain rang. On a aussi ¢, € B*(c, 0),
et le fait que 6, (c,) = 0 implique que $(gc,) = D(cn/q" '), donc

C
B(gea)] = lan] - Jen — " = \@( n )\

qnfl
et @(c,/q" 1) — 0, de sorte que ¢, — c.
On a donc du fait que ¢, # ¢, la propriété que d,, = ¢(c,) # b a partir
d’un certain rang.
On a de plus

R (@(e,)) = #(g"e) = R (0(en)) = R (2 22 ) ) = 0(cn)

qn-
de sorte que d,, = @(c,,) est un point périodique de R.
3. Il suffit maintenant démontrer que d,, est répulsif pour conclure.
On a |P(z)| = || si |z| est assez petit, de sorte que puisque ¢, — ¢ # 0,
donc cn/q”_1 — 0, on a, pour n assez grand,

Cn
‘(p(q”‘l)

en = — L ()"
AT g0 \Jan] )

L’égalité &(¢"z) = RIM(d(z)) implique ¢"d'(¢"z) = &' (2)(RM) (#(2)). En
prenant z = ¢, /¢" "', il vient

) = (q’c‘nl ) Ry <¢ (qsnl )) '

Comme &(qc,) = P(c,/q" 1), ceci implique en se souvenant que d,, = J(c,,),
et que donc P(qc,) = R(dy,),
Cn

OV (gen) = (q ) (RMY (R(d,)).

_ el e
Lo 7]

Il en résulte que

On a ¢'(z) = 1+ ..., de sorte que si n est assez grand, |®'(c,/q" )| est
6gal & 1, et il vient donc |¢|"|® (qen)| = [(RM™Y (R(dy))].
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D’autre part on a
q®'(qz) = hap(z — )" T+ ...
et par suite si n est assez grand,
lal - 19" (aen)| = |R] - Jan| - |en — /"7
Avec Pestimation déja vue de ¢, — ¢/, cela donne
lal" 19" (gen)| = [ - fan || "= g "= = |(RM) (R(dy)))-

Il en résulte en particulier que |(R™)(R(d,))| > 1 pour n assez grand.

Soit maintenant m,, la période du point périodique R(d,), qui est un
diviseur de n; on écrit n = I,,m,, et on a facilement que (R™"1Y(R(d,))" =
(R™Y(R(d,)). Par le résultat évoqué dans I'introduction aprés la définition
du multiplicateur, le point d,, est dans 'orbite du point périodique R(d,),
et donc on a (RI"™1)(d,) = (R™1)'(R(d,)), ce qui montre que d,, est un
point périodique répulsif.

Puisque d,, = @(c,,) # 0, il est non nul, et il est aussi proche de b que 1’on
veut, mais distinct de b, et d,, = @(¢,,) — b puisque ¢, — ¢; ceci termine la
démonstration.

ITII. Preuve du théoréme 3. On se propose donc de montrer que
si I’ensemble £ des points périodiques répulsifs de R n’est pas vide, alors
I’ensemble de Julia est 'adhérence de L, ou plus précisément que tout point
de I’ensemble de Julia de R est point d’accumulation de points périodiques
répulsifs de R.

1. Nous allons tout d’abord nous ramener au cas ou l’origine est un point
fixe répulsif, et I'infini un point fixe dans ’ensemble de Fatou pour R.

Tout d’abord, étant donné un entier m > 1, nous avons déja vu que
les ensembles de Julia de R et de RI™ étaient les mémes. Cette propriété
est aussi vraie pour les ensembles £(R) et £(RI™) des points périodiques
répulsifs pour R et R ; en effet, dire qu'un point a est périodique pour
R équivaut & dire qu’il I'est pour R™; comme un point périodique est
répulsif si et seulement si il est dans ’ensemble de Julia, on a bien que
L(R) = L(RI").

Soit donc a un point périodique répulsif pour R, de période m > 1; on
peut donc remplacer R par RI™ et supposer que a est un point fixe répulsif
de R. Quitte a composer par une homographie, on peut supposer aussi que
le point & I’'infini est un point fixe dans ’ensemble de Fatou, et le point a &
I’origine, ce que nous faisons désormais.

2. 11 existe maintenant b € C,, tel que R(b) = 0 et b # 0. En effet, si ce
n’est pas le cas, I'’équation R(z) = 0 a une unique racine z = 0 dans C,;
comme le point & 'infini est un point fixe de R = P/Q, le polynéme P est
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de degré au moins 2, donc a une racine multiple en x = 0. Ceci implique
que R'(0) = 0, contredisant le fait que 0 est un point fixe répulsif.

Le polynéme P(z) — bQ(z) ne peut étre constant, car le degré de P est
supérieur au degré de @ (puisque l'infini est point fixe), donc égal au degré
de R. Donc il existe b’ dans C, tel que R(V') = b. Les points b et b’ ne
peuvent étre périodiques, en particulier, on a b # b'.

3. Soient maintenant z € J(R) (donc z € C,) et ¢ > 0. Nous allons
montrer qu'il existe y € £ tel que y # z et |y — x| < e.

Il existe n € N* et ¢ dans le disque ouvert de centre z, rayon &, tel
que R™(c) = b. En effet, sinon, la famille R(™, n € N*, ne prend pas sur
ce disque les deux valeurs b et b, et par le critere de Hsia, x serait dans
I’ensemble de Fatou, ce qui n’est pas.

Soit § = R, On a S(¢) = 0, et on peut appliquer le lemme 2 : il
existe y appartenant & £(S) = L tel que y # z et |y — ¢| < e (puisqu’il
existe une suite de points de £ distincts de c et de limite ¢, il y en aura donc
distincts de ), ce qui implique |y — x| < €, et ceci termine la démonstration.
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