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Introduction. Soit z une indéterminée. De nombreux auteurs [1]-[4],
9] ont étudié des séries de Laurent, a(x) = > 5, /x", & coefficients
dans un corps k, dont le développement en fraction continue est normal.
La notion de normalité d’une série de Laurent est due & D. E. Knuth [6]
qui observe que le premier quotient complet de a(z) est de degré 1 si et
seulement si v; # 0, le deuxieme quotient complet est de degré 1 si et
seulement si 75 — 713 # 0, récursivement le néme quotient complet est
de degré 1 si et seulement si un déterminant fonction de ~q,...,v,+1 est
différent de zéro. On se propose dans une premiere partie de faire une étude
un peu générale de la normalité dans le cadre des fonctions hyperelliptiques
en caractéristique différente de 2. Le théoreme de Mason, tel qu’il est énoncé
dans [5], permet de considérer le cas de la caractéristique infinie comme la
limite lorsque p tend vers l'infini du cas de la caractéristique finie. Grace
a ce théoreme dans sa version en caractéristique infinie [7] et sa version en
caractéristique finie [5], on montre qu’en caractéristique infinie et pour une
large classe de fonctions, les degrés des quotients complets de ces fonctions
sont majorés par une constante beaucoup plus petite que celle prévue par
la théorie habituelle (cf. proposition 1) et que, en caractéristique finie, et
pour ces mémes types de fonctions, soit le résultat précédent tient, soit une
certaine “équation de Pell” admet une solution non triviale (cf. théoreme 1).
Une conséquence de ce théoreme est la suivante : si I’on prend k£ = Q, si on
se donne une fonction quadratique a sur Q(x), si ’on considere sa réduction
modulo p, notée @ (ce que I'on peut faire pour p assez grand), si on s’intéresse
a la longueur de sa quasi-période ,(@), alors, sous certaines hypotheses, on
montre que m,(@) tend vers 'infini avec p.
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20 1. Hardy et al.

1. Développement en fraction continue. Soit k£ un corps de carac-
téristique différente de deux. On note K = k((1/x)) le corps des séries
de Laurent formelles en 1/z. Soit a € K \ {0}. On note E(a) la par-
tie polynomiale de o et on définit le degré de a par dega = hg si a =
> ohs—ng Yn/E", Yn € Ky y—ny # 0. On suppose maintenant que o € K \ k()
et on pose ag = «; on définit alors oy par ’égalité

a=FE(a)+1/aq,
et donc dega; > 0; de méme on définit a par ’égalité
ay = E(aq) +1/asg;
de fagon générale, on définit o, 41 & partir de a,, par I’égalité
an = E(an) +1/an1,

ceci est possible car a & k(x).

On appelle développement en fraction continue de « la suite des poly-
nomes (E(an))n>0 et on le note [E(ag), E(aq),...]; 'élément «,, (resp.
E(ay,)) s’appelle le neme quotient complet (resp. incomplet) du développe-
ment en fraction continue de a.

On appelle neme réduite du développement de « la fraction rationnelle

fo=[E(a0),...,Elan)] = E(ag) + 1 .

E(Oél) +
.

1
E(ay)
On définit également les polynémes P, et Q,, pour n > —2, par récurrence
et les égalités
(0) P,=0, P,=1 P,=FE(a,)Pr_1+Pr—2, n=>0,

QfQ =1, Qfl =0, Qn = E(O‘n)anl + Q?’L*Qa n > 0.

On a f, = P,/Qy et on dit que P, (resp. Q) est le numérateur (resp. le
dénominateur) de la néme réduite. On a aussi lim,, o, deg(a — P, /Qy) =
—00, ce qui justifie I'égalité a = [E(ay), E(aq),. ...

On peut maintenant définir la notion de [-normalité et de normalité :

DEFINITION 1. Un élément o € K\ k(z) est dit l-normal si ses quotients
complets «,, sont de degré un pour tout n > [. Un élément « est dit normal
si ses quotients complets sont tous de degré un sauf peut-étre un nombre
fini d’entre eux.

2. Développement en fraction continue d’une fonction hyperel-
liptique. Soit g un entier positif ou nul et soit D un polynoéme unitaire de
degré 2g + 2, a coefficients dans k et sans racine multiple dans une cléture
algébrique de k. On considere la série de Laurent a coefficients dans k,
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y=2a9"1 4+ .. vérifiant y? = D,

puis le corps K = k(x,y) quadratique sur k(x). Une fonction quadratique
est un élément de K \ k(z) et comme K est inclus dans K, on peut par-
ler du développement en fraction continue d’une fonction quadratique. Le
calcul du développement en fraction continue d’une telle fonction est alors
particulierement simple; en effet on peut toujours la mettre sous la forme

o L+ fy

M b

o L, M, f € klx], f # 0et M divise f2D—L?. En effet soit o = (B + Ay)/C
avec A, B, C € k[z], A# 0, C # 0, et soit \ le quotient de C' par le p.g.c.d.,
noté 6, de C et de A2D — B2. Alors en posant L = BA, M = C\, f = A\, on
a M | f2D— L% On peut trouver d’autres valeurs de L, M, f mais le procédé
décrit ci-dessus fournit le polynéme f de plus petit degré si A, B et C sont
premiers entre eux. On a alors [10]

0, = Lnt Sy
M,
ou les polynoémes L,, et M, sont définis par les formules de récurrence sui-
vantes : Lo = L, My = M et pour n > 1,

(1) L, = E(anfl)Mnfl — L1,
(2) M,M,_, = f*D — L2.

On calcule E(a,_1) par la formule

sion = 545757
ou B = E(fy).

On a besoin, dans cet article, de définir la notion de fonction quadratique
“réduite”. Un élément o € K \ k(x) est dit réduit si dega > 1 et deg(a™)
< —1, ou a* désigne le conjugué de o dans K. C’est le cas pour «,, dans
les paragraphes 3 et 4, lorsque n > 1.

On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 1. Sil existe ng € N tel que a,, soit réduit, alors «,, est
réduit pour tout n > ng et on a

(3) deg(L, + fy) =g+ 1+degf,
(4) deg M, < g + deg f.

Preuve. Si ay,, est réduit alors il est facile de voir que a,,,+1 'est égale-
ment. Dire que «,, est réduit est équivalent a dire que

deg(L,, — fy) < deg M,, < deg(L,, + fy);
on en déduit que deg L,, = deg(fy) = deg(L, + fy). =
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COROLLAIRE 1. Une fonction quadratique o telle que oy soit réduite,
est 1-normale si et seulement si pour tout n > 1, deg M,, = g + deg f.

Les notions de périodicité et de quasi-périodicité d’un développement en
fraction continue d’une fonction de K \ k(x) sont liées a celle de développe-
ment normal, comme on le verra par la suite. On rappelle celles-ci et quelques
résultats les concernant.

DEFINITION 2. Un élément o € K \ k() est dit périodique (resp. quasi-
périodique) s'il existe deux entiers n > 0, m > 1 tels que pour tout entier
m > N, Qmir = Oy (resp. pour tout entier m > n, il existe un élément
Cm € k* tel que ayppqr = Can).

Si I’élément «v est périodique (resp. quasi-périodique) le plus petit entier
m > 1 vérifiant la propriété précédente est appelée la longueur de la période
(resp. quasi-période).

On rappelle également les résultats suivants qui seront utilisés abondam-
ment dans cet article et qui se trouvent dans [10].

PROPOSITION 2. Soit a une fonction quadratique de la forme fy avec
f € k[z]\ {0}. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) L’élément fy est périodique.
(ii) L’élément fy est quasi-périodique.
(iii) Il existe n > 1 tel que M, € k* (ou les polynomes M,, sont définis
par (2)).
(iv) Il existe n > 1 tel que deg o, = g + 1 + deg f.
(v) Le groupe des unités de l’anneau (1, fy) = k[x, fy| n’est pas réduit
a k* (i.e. n'est pas trivial).

PROPOSITION 3. Soit « € K\k(z). Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i) L’élément « est quasi-périodique.
(ii) Le groupe des unités O} de l'anneau des stabilisateurs O, du k[zx]-
module (1, a) := k[z] + ak[x] nest pas réduit a k* (i.e. n'est pas trivial).

Enfin on sait que si k est fini, un élément o € K \ k(x) est toujours
périodique, alors que si k est infini (par exemple k = Q), en général il ne
I’est pas.

3. Fractions continues et relations ABC

PROPOSITION 4. Soit o = fy/M, f,M € k[z] \ {0}, tel que deg M <
g+deg f et M divise D. Soient P,Q € k[z|, P et Q) premiers entre eux. Alors
la fraction rationnelle P/Q ou —P/Q est une réduite du développement en

fraction continue de o si et seulement si il existe un polynome M € k[z],



Fractions continues normales 23

M #0, degﬂ < g +deg f, tel que (P,Q) soit solution non triviale (c’est-
a-dire P # 0 et Q # 0) de l"équation en (U,V) :

(Rz7) M2U? — f2DV? = MM.
Preuve. 1. Dans le sens direct, on écrit
o — P 10 + P2 Q>0
Qi—10i + Qi 2

et on remplace, dans cette égalité, a; par sa valeur donnée en fonction des
L,; et Mi,

o — L; + fy

(2 ]\4Z )
ce qui donne les relations
M;MP;_5 = f*Qi-1D — MP,_1 Ly,
M;Qi—2=MP; 1 — Q;—1L;.
On se sert alors de la relation
Vi>0, Pio1Qi—2—Pi2Qi—1 = (-1),

ou l'on remplace P;_5 et ();_5 en fonction de QQ;_1, P;_1, L;, M; a ’aide de
(5); on trouve

()

(6) Vi>0, M?*P?,— f*DQ? = (-1)"M;M.
On a
. 1
al = y
—fy/M — E(fy/M)
donc
fy

degaj = —degM =degM —g—1—degf < -1,
et donc oy est réduit.
D’apres la proposition 1, on a,
Vi>1, degM; <g+degf.
2. Réciproquement, soit (P, Q) € (k[x])%, P #0, Q # 0, P et Q premiers

entre eux et vérifiant (R ;). On écrit (Ry;) sous la forme

(MP — fyQ)(MP + fyQ) = MM.
On suppose deg(fyQ) > deg(M P); alors I’équation précédente donne

2deg(fyQ) < g+ 1+degf+degM

et donc, N
g+ 1+degf <degM,

ce qui contredit I’hypothese deg M < g+degf.
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On suppose maintenant deg(fyQ) < deg(MP). Alors on a
2deg(fyQ) < 2deg MP < g+ deg f + deg M
et donc s
g+ 1+4+degf <degM,

ce qui est encore impossible.
Finalement, on a deg(fyQ) = deg(MP).
D’autre part on a les deux inégalités
{ deg(MP — fyQ) < deg(fyQ),

deg(MP + fyQ) < deg(fyQ).

Remarquons qu’elles ne peuvent pas étre strictes toutes les deux et que
I’on ne peut pas non plus avoir deux égalités; on a donc soit

{deg(MP — fyQ) < deg(fyQ),
deg(MP + fyQ) = deg(fyQ),

{ deg(MP — fyQ) = deg(fyQ),
deg(MP + fyQ) < deg(fyQ).
Dans le premier cas ’équation R 3; donne

soit

P —~
deg(é _ %) = deg M — 2deg @ — deg(fy),
et donc Pt
deg<§ _ Mﬂ) < —2degQ — 1 < —2deg Q.

Un résultat classique [8] permet de conclure que P/Q est une réduite
de fy/M. Dans l'autre cas, c’est —P/Q qui est une réduite. m

COROLLAIRE 2. Soit a = fy/M, f,M € k[x]\ {0}, tel que degM <

g+deg f. Alors a est 1-normale ssi les équations (Ry;) sont impossibles en

(U, V) avec U # 0, V # 0 et (U, V) =1 et ceci pour tout M € klz]\ {0}
avec deg M < g + deg f.
Preuve. Remarquons que 'on a
Vi>0, M?*P?,— f’DQ? = (-1)'M;M
et
Vi>1, P 1#0, Qi 1#0, (P1,Qi1)=1

1. Supposons que « est l-normale, qu'il existe M € k[x] \ {0} avec
deg M < g+deg f et que I'équation (R ;;) admette une solution non triviale :

(U, V) € (k[z])?, U#0, V#0, (UV)=1.
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Alors la proposition 4 dit qu’il existe i > 1 et A € k* tels que
U=eAP,_1, V=MXQ;_1, avece==l.
D’aprés (6) et (Rg7) on a aussi
M = (—1)"A2M;.

D’autre part «; = (L; + fy)/M; et comme «y est réduit la proposition 1
donne,

deg oy = deg(L; + fy) — deg M; :g+1+degf—degﬂ> 1,

ce qui est absurde.
2. Réciproquement, on veut montrer que deg a; = 1 pour tout ¢ > 1. On
sait que « est réduit et donc pour tout 7 > 1,

deg(L; + fy) =g+ 1+degf, degM;<g+degf.

Supposons deg M; < g + deg f. Alors la remarque faite au début de la
preuve permet de dire que I’équation (6) a une solution non triviale, ce qui
est impossible. Finalement on a deg M; = g+ deg f et dega; = 1. =

REMARQUE. Si on appelle relation ABC la donnée de trois polynémes
A, B,C € k[z] tels que ABC ¢ k, qui sont premiers entre eux deux a deux,

et tels que
A+B+C =0,

on peut voir 'équation (R ;;) comme une relation ABC ot A = MU?, B =

—fA(D/M)V? C = —M & condition que MU et fD/M soient premiers
entre eux.
On verra dans le paragraphe suivant que si cette condition n’est pas

satisfaite on obtient toujours une relation ABC' qui provient de (R ;).

Un outil essentiel pour la démonstration des résultats généraux est le
théoreme de Mason dans sa version caractéristique infinie [7] et finie [5].
Mais pour énoncer celui-ci on a besoin de la notion de radical (resp. radical
modéré) d’un polyndme a coefficients dans k de caractéristique infinie (resp.
finie notée p).

DEFINITION. Soit P € k[z]. On appelle radical (resp. radical modéré),
et on note S(P), le produit de tous les polynémes = — «, oul « est une racine
de P (resp. une racine de P dont la multiplicité n’est pas divisible par p)
dans une cloture algébrique de k.

THEOREME DE MASON. Soit une relation ABC séparable (i.e. A’ # 0
ou B" #0) et soit S le radical (resp. radical modéré) du produit ABC. Alors
on a

max{deg A, deg B,deg C} < deg S.
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4. Résultats généraux

THEOREME 1. Soit a = f"y/M, f,M € klz]\ {0}, f et D premiers
entre eux, M | D, n un entier supérieur ou égal a 2 et f unitaire, sans
racine multiple dans une cloture algébrique de k. On suppose deg f > 1 et
deg M < ndegf+g.

(i) Si k est de caractéristique infinie alors tous les quotients partiels du
développement en fraction continue de « (sauf peut-étre le premier) sont de
degré inférieur ou égal a 1+ 2g + deg f.

(ii) Soient M; les polyndmes définis par (2). Si k est de caractéristique
finie p alors pour tout i > 1, on a

deg M; > (n—1)deg f — g
et les quotients partiels sont de degré inférieur ou égal a 1+ 2g + deg f, ou
bien _ B
M; = F2(2)D(x)P(a"),
avec _ B
2deg f +degD +pdegP < (n—1)degf —g

o f| f*, D| D, P € k[z] \ {0}.

Preuve. (i) Caractéristique de k infinie. En utilisant les notations intro-
duites dans les paragraphes 2 et 3 oll n est remplacé par ¢ on a, parce que
ay est réduit puisque deg M < ndeg f + g,

dega; = deg(L; + f"y) —deg M; sii>1.
D’apres la proposition 1, c’est g + 1 + ndeg f — deg M;. On veut montrer
que
g+1l+ndegf—degM; <1+ 2g+degf,
soit deg M; > (n—1)deg f — g.
Montrons que les équations (6) sont impossibles si
degM; < (n—1)degf —g
et ceci pour tout ¢z > 1.
On pose M; = M et on raisonne par I’absurde. On suppose qu’il existe

une solution non triviale U,V € k[z] \ {0}, telle que U et V soient premiers
entre eux, a une équation

(Rs7) M2U? — f"DV? = MM,

pour un certain polynome M = (0 vérifiant
(7) deg M < (n—1)deg f —g.
On va aboutir & une contradiction en utilisant le théoreme de Mason. Celui-

ci entraine que si 'équation (Ry;) avec A = MU?, B = —f*"(D/M)V?,
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C = —M est séparable (i.e. A" ou B’ #0) et si A et B sont premiers entre
eux (ce qui est équivalent & dire que MU et f(D/M)V le sont) alors

D — —
max (deg MU?, deg fQ”MW, deg M) < deg(UfDV M),

ce qui donne 'inégalité
(n—1)degf—g—1 <degM

et la contradiction.

Reste a voir que ’on obtient encore une relation ABC' qui permet d’avoir
la contradiction si (MU, f(D/M)V) #1.0Ona (M, f)=1et (M,D/M) =1
car on a supposé M | D, (D, f) = 1 et D sans racine multiple. On pose
D = MDy, (M,V) = 61, (U, Dy) = 02, tous les p.g.c.d. étant supposés
unitaires. On pose M = 01 My, V = 6,V1, U = 63Uy, Dy = 62 D2. L’équation
(Ry7) donne M16,65UF — f2"6,D267V2 = M, soit I'équation

My6,U2 — f2"Dyb1 V2 = (6165) M.
Montrons que l'on a (M;52U71, D261 V1) =1
(M, D2) = (M, 61) = (62, D2) = (2,01) = 1,

car D est sans racine multiple, (M;,V;) = (U, D) = 1 car 6 = (M,V)
et 52 = (U,Dl), enfin (52,V1) = (Ul,(sl) = (Uly‘/l) =1 car (U, V) = 1.
Cependant on peut avoir (Uy, f™) # 1. Commengons par regarder le p.g.c.d.
de U1 et de f; posons (Ul,f) = hl, U1 = Ughl, f = fohl, M = Mléldzh%.
L’équation précédente donne 1’équation

(Ryz,) M16,U3 — fg"hf(nfl)DgélVf = M.

On pose A1 = M152U22, Bl = — gnh?(nil)Dg(SlVf, Cl = —Ml.

On a By ¢ k*, car sinon fy et hy sont dans k*; or par hypothese f
n’est pas constant et n > 2. Supposons que les polynémes A; et B; soient
premiers entre eux. Alors le théoréme de Mason permet d’écrire

1 ne ~
§<deg(M152U22) + deg( gnh?( 1)D2(51V12)> < deg(M;62Us foh1 D261 Vi My).
En revenant aux données initiales, on obtient

(n—1)deg f —g— 1+ degdy + degds + deghy < degM,

inégalité qui contredit (7).

Si les polynémes A7, By ne sont pas premiers entre eux, c’est que Us et hy
ne le sont pas et que donc hy € k*, une étape de réduction supplémentaire est
nécessaire. Raisonnons alors par récurrence et supposons qu’on soit arrivé a
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une équation (Rz; ) avec 1 <i <n,

i—1
(R+) M152Ui2+1 — (H f]?(nfj))h?(nfz)D251V12 — M,
7=0

avec i > 1, et ou les hy, Uj, f;, ]\Z sont définis de la facon suivante :
(Ujs1,hj) =hjq1, 0<j<i—1 (onaposéhy=f),
Ujt1 =Ujpahjp1, 0<j7<i—1,
Mzﬂz+1h§+17 0<yj<i—1 (M=M05152);
on suppose de plus h; € k*, 0 < j <i—1.
Posons encore
i—1
A = M6 U2, Bi= (H ff(n—z))h?(n—Z)DQ(slvf’ C. = ..
j=1
On a B; € k* car sinon

i—1
(H ff(nﬂ))h?(n*z) c k*
§=0

et donc fy,...,fi_1 € k*. Montrons alors que h; ¢ k*. En effet, sinon
comme on a h;_1 = f;_1h; on aurait h;_; € k*, ce qui contredit I’hypothese
de récurrence.
Finalement on a montré que B; € k* car on a supposé i < n.
Supposons alors que (U1, h;) = 1. Commeon a B; ¢ k* et (A;,B;) = 1,
le théoreme de Mason entraine que ’on a

(n—1)deg f —g— 1+ degd; +deg52+2deghj < degM,
j=1

inégalité qui contredit (7).
Supposons maintenant U; 11, h; non premiers entre eux et posons

(Uit1,hi) = hiy1 (€ k™ et unitaire),
Uip1 = Uiyahig,
hi = filit,
]\/Zi = ]\Zﬂh?ﬂ-

L’équation (Ry; ) donne
et 18,02 = (TA7 70 )™V DbV = M
Jj=0

avec hjyq1 € k™.
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Reste a voir que, s’il ne s’est pas arrété avant, au bout d’un nombre
d’étapes égal a n le processus s’arréte et permet de conclure. Supposons
donc 7 = n. On a alors

n—1
('R~ ) M152U3+1 — (H f]?(nfj)>D251V12 _ Mn

J=0

On pose

n—1
A, = Mi5,U2,,, B, = —( I1 ff("‘”)DQalvf, C = —M,.
j=0
Montrons que B,, € k*.
Supposons B,, € k*. Alors H?;Ol sz(n_j) € k* et donc deg f; = 0 pour
tout 0 < j <n —1; mais alors hj = hj;1, 0<j <n—1, donne hg = h; =
...=h, = f et comme M= 0109 H?Zl h?ﬂn on aurait

deg]\f/fz deg 1 + degda + 2Zdegh]~ —i—deg]\f/fn,

j=1

don%legﬂ > 2ndeg f, ce qui est absurde puisque nous avons supposé
degM < (n—1)deg f — g.

(ii) Caractéristique de k finie. On note par p cette caractéristique. On

doit montrer que si (R3;) admet une solution non triviale U,V € k[z]\{0},

U et V premiers entre eux avec 0 < degM < (n—1)deg f — g, alors on
a M = f2DP(aP) avec f|f™, D|D, P € k[z]\ {0}, et 2deg f + deg D +
pdeg P < (n—1)deg f — g.

Le théoreme de Mason, tel qu'il est précisé dans [5] pour la caractéristique
p, entraine que la relation ABC obtenue (apres la réduction faite dans (i))
n’est pas séparable. On a donc, en utilisant les notations de (i),

M; = P(aP).

On a aussi

N L D

M = 616 H h?Mi avec 01| M et s | i

=1
et donc 192 | D car D est supposé sans racine multiple.
Les polynomes h; étant par construction des diviseurs de f et comme

i <mn,ona H;':1 hj | f. Enfin la proposition 4 permet de dire que M est un

certain polynome M; pour un certain j > 1 (& une constante multiplicative
pres) tel qu’il a été défini par (2). m
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5. Application a I’étude de la quasi-périodicité

5.1. Cas de la caractéristique infinie. On suppose que le corps k est de
caractéristique infinie. On se donne une fonction a € K \ k(x). On considere
lanneau des stabilisateurs O,, du k[z]-module (1, «) = k[z] + ak[z]. On sait
qu’il existe un unique polynéme unitaire f € k[z] tel que

Oy = <17fy>

Considérons la factorisation de f en polynomes irréductibles et unitaires

sur k : .
r=11#"
i=1

et supposons qu’il existe i > 1 tel que (n; — 1)deg f; > g et (f;, D) = 1.

THEOREME 2. Sous les hypothéses précédentes, le développement en
fraction continue de o n’est pas quasi-périodique.

Preuve. 1. On va d’abord supposer que o = f™y, avec (n—1)deg f > g,
f unitaire et sans racine multiple dans une cloture algébrique de k, (f, D)=1.

Dans ce cas, on sait (proposition 2) que le développement en fraction
continue de « est quasi-périodique si et seulement si il existe un entier ¢ > 1
tel que M; € k* (ou les polynoémes M; sont définis par (2)). Mais M; € k*
équivaut a dire qu’il existe un entier ¢ > 1 tel que dega; =14 g+ ndeg f.
Or le théoreme 1 montre que deg a; < 1+ 2¢g + deg f pour tout 7 > 1. On a
donc

1+g+ndegf <1+2g+degf,

soit (n — 1)deg f < g, ce qui contredit ’hypothese (n — 1)deg f > g.

2. Cas général : a € K \ k(z). D’une part, on se sert de la proposition 2 :
“a est quasi-périodique si et seulement si le groupe des unités O, de ’anneau
O, est non trivial”.

D’autre part, on a les inclusions O} C O;;,Liy et les égalités (’);iniy =
<1afiniy>a car (flvD) =1

Considérons alors la fonction f;"y. Le polynome f;, étant irréductible
sur k de caractéristique infinie, est sans racine multiple dans une cloture
algébrique de k, il est unitaire et on a par hypothese (n;—1) deg f; > ¢g. On en
déduit, grace a la premiere partie de la démonstration, que le développement
de f/"'y n’est pas quasi-périodique, ce qui revient a dire que (’);my = k*.
Mais ceci entraine que O}, = k*. n '

5.2. Cas de la caractéristique finie. On suppose que la caractéristique
de k est finie et on considere o comme dans le théoreme 1.

DEFINITION. On appelle indice exceptionnel de a tout indice i > 1 tel
que dega; > 1+ 2g + deg f.



Fractions continues normales 31

THEOREME 3. On suppose p > 2ndeg f + deg (D/M). Soit i un indice
exceptionnel. Alors

— (2nd deg (D/M
i<y ou is D= (2ndesf+des(D/AD)

1+g+ndegf
Preuve. 1. Soit P;/Q; une réduite de «, on a
(8) Vj>0, j<degQ; < (g9+1+ndegf);

En effet, tous les a; sont réduits pour i > 1 et ces inégalités résultent des
inégalités établies dans la proposition 1,
Vi>1, 1<dega; <g+1+ndegf.

2. On prend V' = Q;_1 dans (Ry;) et on a aprés réduction de (Ry;)

une relation ABC, ce qui donne, avec les notations de la démonstration du
théoreme 1,

D
3| f*", Dy & 51 = (M,Qi—1), tel que deg(hD26,V?) =0 (mod p).
Comme V = §;V; on en déduit que
deg(hD2V?) = deg(6) (mod p)
et donc deg V2 = deg 61 —deg(hD2) (mod p). On pose 3 = deg §; —deg(hD>).
On a
D
(9) —2ndegf—degM§5§deg51SdegM§29+2.
Montrons que 2deg Q);_1 = 2deg V' = 3 est impossible si ¢ > g+ 2. En effet
d’apres (8) et (9), on aurait
2(i—-1) < B<29+2,

ce qui contredit ¢ > g + 2.
Par suite 2deg Q;,—1 = S+ Ap, A € N*, et comme d’apres (8) et (9) on a

D
p— <2ndegf+degﬂ> <2degQi—1 < (9+1+ndegf)(i—1)

il vient
p— (2ndeg f +deg (D/M))
1+g+ndegf '

COROLLAIRE 3. On se restreint ici aux fonctions o de la forme f™y avec
(n—1)deg f > g, f unitaire sans racine multiple dans une cloture algébrique
de k et (f,D) = 1. On suppose de plus a quasi-périodique et on note m(«)
la longueur de sa quasi-période. Alors pour p assez grand, on a l’inégalité

() > p— (2ndeg f + deg D)
- 1+g+ndegf

1—12>
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Preuve. Comme on a supposé le développement de o quasi-périodique,
on en déduit (proposition 2) I'existence d’une infinité d’indices 7 tels que

dego; =14 g+ ndeg f.
Mais comme on a aussi supposé (n — 1)deg f > g, on a, pour ces indices 1,
dega; > 1+42g +degf;

cette inégalité montre que ces indices sont exceptionnels. Le théoreme 3 mon-
tre alors que pour p assez grand le premier indice exceptionnel i( strictement
supérieur a g + 2 vérifie
p— (2ndeg f +deg D)

14+ g+ndegf '

i0
et donc pour p assez grand,

(10) 7T(Oé)zp—(2ndegf—i—degD) g2
14+ g+ndegf
Reste a voir que pour tout ¢ tel que 1 < ¢ < g+2,onadega; < 1+g+ndeg f.
En effet, sinon on a 7(a) < g + 2, et donc avec I'inégalité (10), on obtient
p— (2ndeg f 4+ deg D)
1+g+ndegf
mais ceci est impossible pour p est assez grand. =

—9—2<g+2;

6. Le cas k = Q et sa réduction modulo p. On suppose maintenant
k = Q et soit une fonction a dans Q(z,y) \ Q(z) que l'on écrit sous la forme
o L+ fy
M

avec M | f2D — L? et f unitaire.
Soit p un nombre premier différent de 2. Alors on peut le choisir suf-
fisamment grand pour que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) La réduction modulo p du polynémes D, notée D, existe et est sans
racine multiple dans une cloture algébrique de F,.

(ii) Les réductions modulo p des polynémes L, f et M, notées L, f,M
existent et vérifient M # 0, (f, M) = 1.

On peut alors définir la fonction, notée 7, appartenant a F,((1/x)) par
7 =91+ ... et 5> = D. Considérons alors la fonction @ = (L + f5)/M €
F,(z,7). Le corps des constantes étant fini, on sait que le développement en
fraction continue de @ est quasi-périodique. On note m,(@) la longueur de
la quasi-période du développement en fraction continue de @.

L’étude de la suite (7,(@)) passe par une analyse de I’anneau des stabili-
sateurs O, du Q[z]-module (1, @) = Q[z]+aQ][z], ainsi que des anneaux des
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stabilisateurs O des [F)[x]-modules (1, @) = Fp[z] 4+ aF,[z]. C’est 'objet du
lemme qui suit :

LEMME 1. Si (f,M) = 1, alors O, = (1, fy) et pour tout nombre pre-
mier p assez grand, O = (1, f7).

Preuve. 1. L’anneau des stabilisateurs O, du module (1, ) est aussi
celui du module

M= (M,L+ fy).
On vérifie que fyM C M et donc

(1, fy) C O,.

Pour montrer I’autre inclusion, on remarque que O, est inclus dans I’anneau
des entiers de Q(z,y) et que celui-ci est Q[x,y], car D n’a pas de racine
multiple dans une cléture algébrique de Q.

Par suite il s’écrit O, = (1, hy), h € Q[z]\ {0}. Mais alors h doit vérifier

hyM € (M,L + fy)
et donc il existe u,v € Q[z] tels que
hyM = uM +v(L + fy),

d’out hM = vf; mais comme (M, f) = 1, on en déduit que f|h, ce qui
montre ’autre inclusion.

2. Pour montrer que O = (1, f@, il suffit de remarquer que, pour p assez
grand, les polynémes f et M modulo p restent premiers entre eux et que la
démonstration précédente est indépendante du corps (on peut remplacer Q
par Fp,). m

Considérons la factorisation de f en polynomes irréductibles et unitaires

sur Q :
F=11s
i=1

et supposons qu’il existe ¢ tel que
(ni—1)degfi>g et (fi,D)=1
THEOREME 4. Sous les hypothéses précédentes, on a

lim m,(a) = +oc.

Jlim_m,(@
Prewve. 1.« = f™y avec (n—1)deg f > ¢, f unitaire sans racine multiple

dans une cloture algébrique de Q et (f, D) = 1. On remarque que @ vérifie

les hypotheses du corollaire 3, en particulier le développement en fraction

continue de @ est quasi-périodique, et donc d’apres le corollaire 3, pour p
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assez grand, on a
p— (2ndeg f + deg D)

1+g+ndegf

Soit € I'unité fondamentale de OX de degré strictement positif. Montrons
que dege > my(a@).

On a (1,ak) =@y ... @1 (1,@) pour tout k > 1, et pour k = m,(@),

<1,aﬂp(a)> = (1,&).

On en déduit que € = @y ... 0, &) est une unité de Oz = (1,@), et on
sait que cette unité est l'unité fondamentale de degré strictement positif de
Fplz, f*y]. On en déduit aussi

Tp (@) >

mp (@)
dege = Z dega; > mp(@),
i=1
ce qui permet de conclure.

2.a € Qz,y) \ Qz). On a O, = (1, fy) avec f = [[._, f]"" et par
hypothese, il existe i > 1 tel que (n; — 1)deg f; > ¢. On sait que @ est
quasi-périodique puisque I, est fini et que cette quasi-périodicité est liée a
'existence d’une unité non triviale de ’anneau des stabilisateurs du F,[x]-
module (1,@) = F,[z] + @lF,[z] (proposition 3).

Plus précisément si on note @; les quotients complets du développement
en fraction continue de @, on a pour tout & > 1 > 1,

<1,ak> =g .. .al<1,al_1>.

Soit alors [ > 1 tel que @;_1 est réduit et soit k = mp(a)+1—1; on a
<17a7rp(a)+lfl> = <1,al,1>.

Ceci montre que Oy, ()11 - - - @ = € est une unité de O, c’est méme l'unité

fondamentale de degré positif. On a remarqué (lemme 1) que O = (1, f7),
il existe donc i tel que

Oz C Of_;lig avec  (n;—1)deg f; > g.

Comme f; est irréductible sur Q, il n’a pas de racine multiple dans une
cloture algébrique de QQ et par suite pour p assez grand fl possede la méme
propriété. Soit n 'unité fondamentale de O Friy telle que degn > 0. Comme
OZ est un sous-groupe de (’);%niy il existe un entier ¢ > 1 et A € F) tels que

e =t

Mais alors
dege =tdegn.
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En utilisant en outre la premiere partie de la démonstration ot @ vaut f;"'y,
on a les inégalités suivantes :
p — (2n; deg f; + deg D)
1+ g+n;deg f;

< mp(f;'7) < degn < dege

et
mp(@)+1—1
dege = Z deg@; < (¢9+ 1+ ndeg f)mp(a)
i=l
et donc lim;,_, 4 o T, (@) = +00. m
Les théoremes 2 et 4 suggerent la conjecture suivante :

CONJECTURE. Soita € Q(z,y)\Q(x). On suppose que l’anneau des sta-
bilisateurs du module (1, ) est 'anneau (1, fy). Alors la réduction modulo
un nombre premier p # 2 existe pour tout p suffisamment grand et on a

lirf (@) = 400 < fy non quasi-périodique.
p—+o00

7. Etude des fonctions 2"y et 2" /y dans le cas particulier ou g = 0
et la caractéristique du corps k est infinie. On pose ici D = 22 +uz+v.

PROPOSITION 5. On suppose que la caractéristique de k est infinie et on
se donne un entier n > 2.

(i) Si v # 0 alors tous les quotients partiels de x™y et " /y sont tous de
degré 1 ou 2 sauf peut-étre le premier.
(i1) Si v =0 alors x™y et x"/y sont 1-normales.

Preuve. Le (i) est un corollaire du théoréme 1, le (ii) n’est pas un corol-
laire du théoreme 1 mais un corollaire de la démonstration, ce qui veut dire
que si on reprend cette preuve on montre, grace au théoreme de Mason, que
les équations

(Ry7) M2U? — z*"DV? = MM

sont impossibles en (U, V) € (k[x])?, U et V premiers entre eux et ceci pour
tout M avec 0 < degM <n,ouM =1ouD.m

Ce dernier résultat peut étre vu comme un prolongement du travail de

D. G. Cantor [4].

Enfin pour illustrer ces résultats théoriques, on termine par deux exem-
ples :

EXEMPLE 1. Le développement en fraction continue de x%y ot k = Q
ouTF,, p>3 etouD=ax?+2. Avec les notations du deuxieme paragraphe
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et en posant Ly =0, My =1, f = x, on a pour tout n supérieur ou égal a 1,
(

Lop_1 =2+ =,
n
2
x
Mop—1 = ——,
Elag, 1) = —2n’x,
Lgn = 1‘3 — E,
n
My, = —2n(n+ 1)z? + 1,
x
Elag,) = ———.
(azn) n(n+1)
On en déduit le développement de 22y avec k = Q :
2 3 z 2 o
= 23, — =, —8x, — =, ..., 2Py, —————— .|,
oy [$ +x, —2, 5 €T 6 n°x nn+ 1) }
puis le développement avec k =T, :
— -1
2y = [:U3+:U,—2a:,p 5 x,...,—2x,2x3+2m}

et donc m,(z%y) = 2(p — 1).

EXEMPLE 2. Le développement en fraction continue de $2/y ou k =Q
oulF,, p>3 et ou D = 2?24+ 2. On pose Ly = 0, My = D, f = z. Pour
tout n supérieur ou égal a 1 on a

2x
Loy 1 = a3
oap—1 = 2° + om 1’
212
Mo, ,
LT T (2n —1)2
Elag, 1) = —(2n —1)2z,
2z
Lo, = 25 —
S T
My, = —(2n+1)(2n — 1)2% + 2,
2x
E(ag,) = — ,
() = =G En =1

et doncsi k=Q:

x? 2 2z

—_— = _ —_— _9 “ e - 2 - 1 2 - R

y [m, * 3x, Ty =20 —1)%, (2n+1)2n—-1)’ }
etsik =T, :

Y

2 2
(m—) =z, —z,...,—4z,2% + 2, —4x,..., —z], Wp(x—) =p—1.
Yy
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Cette fonction quadratique est quasi-périodique et périodique, sa longueur
de période est 2(p — 1). On remarque que @; = 2.

[10]
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