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Sur la conjecture 7(x + y) < 7(x) + 7(y)
par

PIERRE DUSART (Limoges)

1. Introduction. La fonction arithmétique m(z), qui compte les nom-
bres premiers inférieurs ou égaux a x, est une fonction importante en théorie

des nombres :
m(x) = Z 1.

p<w

Dans cet article, nous étudions pour quels couples z,y la fonction 7
dispose de la propriété de sous-additivité, c’est-a-dire :
(1) m(x +y) < m(z) + 7 (y).
On remarque que z ou y = 1 ne peuvent convenir puisque si on prend y = 1
et £ = p—1 ol p est un nombre premier différent de 3, on a w(x+y) = w(p)
et 7(z) +m(y) = w(p— 1) + 7(1) = w(p) — 1. L’inégalité (1), supposée
valide pour x,¥y entiers plus grands que 2, est une conjecture bien connue

émise par Hardy et Littlewood en 1923 appelée seconde conjecture de Hardy—
Littlewood [10].

CONJECTURE 1. Pour x,y entiers tels que x > 2 et y > 2, on a
m(z+y) < w(x) +7(y).

En fait, la conjecture suppose qu’il n’y a pas d’intervalle |z, x + y] de
longueur y qui contienne plus de nombres premiers que l'intervalle |0, y].

Cela est concevable car, en vertu du théoréme des nombres premiers, la
densité des nombres premiers décroit puisque 7(z)/x ~ 1/Inz.
Que connaissons-nous sur 'inégalité (1) 7
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e Landau [7] a prouvé en 1901 que 7(2z) < 27w (z) pour x assez grand.
En précisant cette idée, Rosser et Schoenfeld ont montré que w(2z) < 27 (z)
pour x réel > 3. Par suite, on trouve que I'inégalité (1) est vraie dans le cas
particulier out y = x, en vérifiant aussi que 7(4) < 27(2).

e Schinzel et Sierpinski [15] ont montré en 1958 que (1) est vraie pour x
ou y < 132 et Schinzel [14] I’a étendu jusqu’a 146.

e Segal [16] a montré en 1962 que (1) est vraie pour x + y < 101081.

e Karanikolov [6] a montré que

7((1+¢e)x) < (1+¢e)r(z) poure>+e—1et x> 347.
e Udrescu [17] a montré que pour tout € > 0, pour tous x,y > 17 avec
x4y >1+exp(4d(l+1/¢g)),
m(z+y) < (1+e)(n(z) +n(y)).
La conjecture est donc “c-exacte” pour = + y assez grand.

Nous nous proposons de montrer que 99% des couples (x,y) d’entiers
vérifient (1) et mieux, qu’il en est de méme pour presque tout couple (x,y).

Pour cela, nous nous proposons d’étudier une inégalité légerement plus
forte que celle utilisée par Udrescu : pour quelles valeurs de x et € avons
nous

(1 +e)z) < 7m(x)+ n(ex) ?

THEOREME 1. Pour tout = et tout y tels que 2 < x <y < %xlnxlng x,
on a

m(r+y) < 7m(z) +7(y).

Nous allons découper la démonstration en deux parties, d’'une part pour
109 < y/x < %lnxlmx (Proposition 1) et d’autre part pour 1 < y/z
< 109 (Proposition 3).

2. Utilisation des encadrements de 7(z). Posons Inpz :=Inlnz et

@a)= (14 14 &
MEY =1 Inz  In?z/’

Dans toute cette partie, nous prendrons y > x, ce qui ne restreint pas la
généralité.

Prenons les formules d’encadrement de 7(x) & l'ordre 2 proposées dans
[1] ou [3]. Avec d = 1.8 et ¢ = 2.51 et pour x > 355991, nous avons

m(x;d) == 7m(x;1.8) < w(z) < w(z;¢) := w(x;2.51).
Soit y = zg(x) ou g(x) > 1. Posons
A= Acq(z,g(x)) = m(z;d) + 7(y;d) — 7(2 + y;¢)
= m(z;d) + 7(xg(2); d) — 7(x + zg(2); )
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o ) | _sl) | deale)
T e e m(eg(@) | (ege) | 0(zg(x))
_[ z + 2g(x) z + zg(z) c(z +zg(z)) }
In(z 4+ zg(z))  In?(z+zg(z)) Wn*(z+zg(x))]

Comme 1/(1+u) <1—wu+wu? ona

r+axg(r)  x 1 zg(z)

e+ eg() e 1y BOEED ™ In(rg(a)) (14 LD

- i<1_1 n(1+g()) +1n2<1+g(x>)>

Inz In?z
wg(e) [ W(l+1/g(x) W1+ 1/g(x))
n(zg(x)) (1 hizg(@) & l(eg()) )

De plus, comme 1/(1 +u)? < 1 — 2u + 3u?, il vient

r4+xg(x) @ 1 zg(z)

= . _|_
2 2 n x))\2 n z))\ 2
In*(z +zg(x)) "z (1+ %) In?(zg(z ))(1+1 E(ﬂ;clg/(gg))))

B L<1 L ilg(e) It g >>>

In?z Inz In?z
zg(z) oln(1+1/g(x) |, In? (1 +1/g(z))
+1112(569(3!:)) (1 ’ In(zg(x)) o n*(zg(z) >7
donc
dx dxg(x) c(x + zg(x)) x
Az In? x * In?(zg(x)) a In®(z + zg(x)) * In? z In(1 + ()
_ﬁ In2(1 + g(x)) + IHQ"’ZE’EL)) In(1+ 1/g(z))
_lnii(f(l)) In2(1 + 1/g(z)) + % In(1 + g(z))
3x 2x
T In*(1+ g(z)) + mﬂ(ﬂﬁ) In(1+1/g(z))
3x
—mg(f’?) In*(1+1/g(x)).
Le terme dominant est
o _de(x)  c(ltg(z) | In(+g()
R T e R

Prenons ¢g(z) = o(x) et g(x) tendant vers l'infini avec x. Alors, lorsque x
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tend vers l'infini,
D~ (d- c)% + In(g(x)).
Pour que A soit positif, il faut choisir g telle que
9(z)
d—c)=—=+1In >0
(@~ )2 4 In(g(x)) > 0,
c’est-a-dire

1 <g(x) < dlnxlng T.

Prenons maintenant g(z) = -1 Ina Iny x et montrons que A.q(z,g) > 0
pour tout g tel que 109 < g < g(z).

Soit g un nombre réel compris entre 109 et —— InxIny 2. Posons
dg cg In(1+ g)
A= 13 2.
In’(zg) In’(x+ xg) In” z
B _ c gln(1+1/g) d
' In®(z + xg) In?(zg) In?
_gln2(1+1/g) 2gIn(1+1/g) _3gln2(1+1/g)
In®(zg) In(zg) In'(zg)
In?(1+g) 3Wn%(1+g) 2In(1+g)
C:=- 3 - 1 + 3 .
In° x In* z In° x

Etudions le terme A. Comme ¢ >0etg>1,

A> 1 <(d_c)g+ln(1+g)>.

~ In?(xg) Inz
Etudions la fonction g — (dln;)g +1In(1 + g). La dérivée s’annule pour
g = ln—“ — 1. Cette fonction est donc croissante pour g € [109, i{—ft — 1]

et decrmssante ensuite, donc le minimum de cette fonction dans l'intervalle
[109, g(z)] est égal au minimum de

d— 1 1
1n110+—c et de ln<n2m—|——>.
Inx

c—d Inzx

Etudions le terme B. Comme, pour g > 0,

1 1 1 1
————<hh(l+-)<-,
g 29 g g

1 1 1 1
gln<1+—>21—— et gln2<1+—>§—.
g 29 g g9

on a
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En utilisant les inégalités précédentes, on obtient

Blnd(zg) > —c + (1 - %) In(zg) + 2(1 - é) - gl%(xg)

Bln(zg) >1- — - — - 2
n*(zg) 2 2g lnz Iz
Soit xg tel que 109 = %lnxo Inlnzg (zo ~ 0.4 - 10*). Prenons x > zo.
Comme 2 — 2= In(1+ g) > 0,

Inz

2
C> ~In (13-1—9).
In° x
Par suite
A
—>A+B+C
x
1 | Iny o 1 n —In?(1 +g)
In?(zg) c—d Inzg In? 2
N 1 <1 1 c 3 )
In?(zg) 29 Inz In’z
>0 pour xz > xg.
Pour cette vérification, on choisit g = ﬁlnxlng x, puisque la derniere

minoration est fonction décroissante en g.
Puisque 1/(c¢ —d) > 7/5, nous avons démontré :

PROPOSITION 1. Soit x > 0.4 - 10 et y tel que 109 < 4 < %lnxlng T.
Alors on a

m(z+y) < 7m(z) + 7 (y).

3. Formulation équivalente de la conjecture avec les nombres
premiers. Désignons par pg le k-iéme nombre premier.

3.1. Nouwelle forme de la conjecture. Segal [16] a montré que I'on pou-
vait écrire la seconde conjecture de Hardy—Littlewood sous la forme :

CONJECTURE 2. Pour tous k,l > 2, on a

P+ — 1< pryi—1.

Reprenons l'idée de Segal [16] en donnant un résultat qui agit “locale-
ment” et qui sera utilisable pour le découpage de zones considéré. Cette
méthode a ’avantage de disposer d’un test direct sur les nombres premiers
plus facile & mettre en ceuvre que le calcul de 7(x).

LEMME 1. Soient k et l deuxr entiers. Les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) pr + 21 < Prti—1-
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(ii) Pour tout x appartenant a lintervalle [pg—1,pr| et pour tout y ap-
partenant a [p;—1, pi|,

m(x +y) < m(z) + 7 (y).
Preuve. (i)=(ii). Nous avons py_1 <z < pg et pj—1 <y < p;. L’inégalité

(2) T+y <prp+p
nous donne
(3) m(x+y) <m(pr +p—1).

D’autre part,
de pr_1 <z, ilvient 7(pr_1) < 7w(x);
de p1 <y, ilvient w(p_1)<m(y).
En sommant de chaque coté des inégalités, on obtient
m(pg-1) + 7(p—1) < 7(@) + 7 (y).
Or m(pg—1) + 7(pi—1) =k +1—2 = m(pr4i1—2) et ainsi
(4) T (Prti-2) < m(x) + 7(y).
Comme, par hypothese, pr +pi < prpi—1 alors pp +pr —1 < pry1 — 1 et
m(pr + o — 1) < 7(Prti-1 — 1) = T(Prti-2)-
En reprenant (3) et (4), il s’ensuit que
m(x+y) <m(x) +7(y).
(ii)=(i). Prenons x =py —1/2 et y = p; — 1/2. Ainsi,
mx)+7n(ly) =k+1—-2 et w(z+y) =n(pr+p—1).

Par hypothese, m(z+y) < 7(x) + w(y) et il vient w(py +p—1) < k+1—2,
c’est-a-dire pp +p; — 1 < pgy—1 — 1. =

Enongons un résultat voisin dans lequel x et y sont entiers.

LEMME 2. Soient k et l deux entiers. Les deux assertions sutvantes sont
équivalentes :

(1) pr+ o0 — 1 < pryi1-
(ii) Pour tout x entier appartenant a l'intervalle [pr—1,px[ et pour tout
y entier appartenant a [p;—1, pi[,

m(z+y) < 7m(z) + 7 (y).

3.2. Utilisation des nombres premiers. Nous utilisons trois inégalités sur
les py, : d’apres [2],

pr > k(lnk+1Ingk —1) pour k > 2;
d’apres [1] ou [3],
pr < k(lnk 4+ 1Ing k —0.9484)  pour k > 39017,
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et nous déduisons de [11] que
pr < k(Ink +1Ina k — 0.935) pour k£ > 7014.
D’autres encadrements des py peuvent étre trouvés dans [12, 11, 8, 2, 1].
Nous allons considérer I'inégalité (i) du lemme 1 :
(5) Pk +P1 < Prti-1,
qui implique celle du lemme 2.

PROPOSITION 2. Pour k,l > 3 tels que 1/109 < I/k < 109, linégalité
(5) est vraie.

Nous allons démontrer cette proposition en deux temps a ’aide des deux
lemmes suivants.

LEMME 3. Pour k,l > 39017 tels que 1/109 < [/k < 109, l'inégalité (5)
est vraie.

Preuve. Posons v = [/k que nous supposerons plus petit que 1 sans
restreindre la généralité. Utilisons les encadrements

(6) E(lnk+1Ingk — o) < pp < k(Ink +Ing k — 9)
de facgon formelle pour 'instant. On prendra o = 1 pour k > 2 et 3 = 0.9484
pour k > 39017. On a
Pk4~vk—1 — Pk — Dvk
> ((v+ Dk=D(n((y+ Dk —1) +Ing((v+ Dk — 1) — )
—k(Ink +Ing k — 3) — vk(In(~k) + Inz(vk) — )
=k(y+1)In(y+1) —aly+1)+5(1+7) —yn9)

+ (y+ 1)kln <1 - ﬁ) +7kIn <%)

ko <ln(k‘—|—7k — 1))
In~k

—(In((14+v)k—=1)+Ing(k+~vk —1) — ).
On pose cette derniére expression égale a f(k, ) :

f(k,y) = k((v+ )(In(y + 1) —a+ ) —vIny) + o(k).

Pour que la différence pjyk—1 — pr — pyx soit positive a partir d'un
certain rang, il est suffisant que limy_, f(k,7) > 0 ou plus simplement que
(v+1)(In(y+1)—a+B) —yIny > 0. Ainsi nous choisissons 1/109 < v < 1.
Nous prendrons k > 39017 et vk = [ > 39017 pour que les inégalités (6)
soient vraies.

A ce niveau de la démonstration, nous avons trouvé les valeurs de v pour
lesquelles on peut espérer que f(k, ) soit positive a partir d’un certain rang.
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Montrons que f(k,7) est une fonction croissante de v pour k fixé :

of(k,~) [ (1 1) < ln(’y—i—l—l/k)—lnfy)
Y =klln{-+1——)—a+B8+In{1+
v L\ vk In(~vk)
N 1 1
In(k+~k—1) In(yk)
e 1 1
>kl|ln —+1——>—a+ﬁ——} pour v < 1,k > 2
I (v vk In(~vk)
[ 109 1 1
>klln(2-—) - - — <~<1
=" n< k ) ath 1n(/~c/109)] PO 709 =7 =

>0 des que k > 660.

Montrons que f(k,) est croissante par rapport a k pour « fixé :

—af(ak]:”) ~In <1+7— %) +1n <1+ ln(1+131; 1/k)> +(B—a)(y+1)

e )
7t v

m Ink In(vk)
Zln(l—i—’y—%)—i—(ﬁ—a)(l—i—’y)—&-'yln(l-f—%—%)
In(1+~—-1/k) In(1+~—1/k)
“n(H Ik >_lnkln(k+7k:—1)
In(1+1/y—-1/(vyk))\ In(1+1/y—1/(vk))
”(1“(” In(~k) )‘lnm)ln(mvk—l))
>In(1+9)+ (68— a)(1+7) +yIn(1+1/7) >0.

La fonction minorante est clairement croissante par rapport a k et est posi-
tive pour k > 180 pour v = 1/109. En conséquence, f(k,1/109) est crois-
sante au moins pour k£ > 180.

Maintenant en utilisant les propriétés précédentes, on a : pour v €
[1/109, 1] et k& > 39017,

flk,v) > f(k,1/109) > £(39017,1/109) > 0. =
LEMME 4. Pour 2 <1<39017 et |l < k < 109, l'inégalité (5) est vraie.

Preuve. On teste a l’aide d’un ordinateur un domaine de validité de
I'inégalité (5) : pr + p; < prri—1. On trouve qu’elle est vraie pour 2 < [ <
39017 et I < k < 109; ceci peut se faire en utilisant un fichier contenant
les nombres premiers jusqu’a 8 - 107 et d’un peu de temps ou en utilisant la
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démonstration suivante : soit
p(k;c) :=k(lnk +1Inlnk — ¢).
Pour [ fixé (I € [415,39017]), posons, pour k variant de 39017 a 1091,
hi(k) == h1(k,l) = p(k+1—1;1) — p(k;0.9484) — p,
et pour k variant de max(7014,1) a4 39017,
ho(k) := ho(k,l) = p(k+1—1;1) — p(k;0.935) — p;.
Montrons que ces fonctions ont les propriétés suivantes :
e 11 est concave pour [ fixé et pour k € [7014,1091].
e hy est concave pour [ fixé et pour k € [max(7014,1),39017].

e Pour [ variant de 415 et 39017, h1(39017,1) et h1(1091,1) sont positifs.
e Pour [ variant de 415 et 39017, ho(415,1) et h2(39017,1) sont positifs.
Montrons la concavité des fonctions hq et ho. Pour n = 1 ou 2,
1 1 1 1
h/l k' - - = _
Gl roray s Sl Sl Ay B Y iy B sl Ay
1 n 1
(k+1-1DW*k+1-1) klnk
~(l=Dn(k+1-1)—kln(1+ 52
Inkln(k+1-1)

k(k+1-1)
2kln (1+52)  1-1 k1n? (1 + £21)
Inkln?(k+1-1) In?k (lnkln(k—i—l—l))Q]
—(i—1)In(k+1 — 1) — kIn (1 + 22)
Inkln(k+1s—1)
N 2kn (14 2-1) L1 kln® (1 + 271 }
Inkln?(k+1, —1) %k (Inkln(k+14 —1))?

pour [ € [l1,l2]. On choisit I; = 414 et Iy = 39017 et on montre que h est
concave pour k > 39017. On choisit I1 = 414 et o = k et on montre que ho
est concave pour k > 7014.

Un court programme en Maple permet de vérifier que, pour chaque [ €
[415,39017], on a

h1(39017,1), h1(1091,1), ho(415,1) et ho(39017,1) positifs.
Par concavité, il vient que, pour [ € [415,39017],
hi(k,1) >0  pour k € [39017, 1091],
ho(k,1) >0 pour k € [max(l,7014),39017].
Et ainsi, pour ! € [415,39017] et k € [39017, 1091,
Phti—1 — Pk — P > hi(k,1) > 0.

IN

1
5| —h+1
2k2[ 1+ 14+
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De méme, pour [ € [415,39017] et k € [max({,7014),39017],

Pk+i—1 — Pk — P = ha(k,1) > 0.
Une vérification directe, dans les intervalles restants, acheéve la preuve. m
PROPOSITION 3. Pour x et y réels > 3 vérifiant 1/109 < y/x < 1009,
Uinégalité (1) : m(x +y) < 7(x) +7(y), est vrate.

Preuve. Fixons [ > 3. D’apres la proposition 2,

Pe + 01 < Prti-1

est vraie pour 1/109 < [/k < 1, ou encore pour [ < k < 109!. En appliquant
le lemme 1 & ce résultat, il vient que 7(z +y) < w(z) + 7(y) est vraie pour
y € [p—1, 1| et © € [px—1, pr[ pour k € [I,1091], ¢’est-a-dire pour y € [p;_1, pi|
et x € [p1—1, p1ogi| ou encore, sous une autre forme : I'inégalité est vraie pour
(7) S

Pioor T Pi-1

Montrons que

})l—_l < i‘
proor 109
En effet,
1
@Plogl —DPi-1

> D = I(In(1091) + Iny(1091) — @) — (I — 1)(In(l — 1) + Ing(l — 1) — B).

En prenant « = 1 et § = 0 (voir [2, 12]), les inégalités sont vérifiées et
D > 0 pour I > 6. Comme pi/pr_1 > 1 et pj_1/p1oor < 1/109, on a la
preuve du théoreme a ’aide de (7). La méme vérification que dans la preuve
du lemme 4 permet de conclure pour les petites valeurs. =

Avec cette méthode, nous avons montré que (1) est vraie entre les droites
y = x/109, et par symétrie y = 109z, ce qui représente 99% du plan.

4. Conclusion

4.1. Zone de validité de la conjecture. En rassemblant les cas étudiés
dans la proposition 1 et ceux de la proposition 3, on obtient le théoreme 1.

Calculons la proportion de plan pour laquelle
m(x +y) < m(z) +7(y)

est vraie. Pour x = xzg fixé, regardons le rapport de 'aire A; du domaine
limité par les inéquations y > z, y < %xlnxlng x et y < zg, a aire Ay du
domaine limité par les inéquations x < zq, y > x et y < xp.
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Posons g(t) = ZtIntIny t. Ainsi

g™ (o) o 22 22
A= | () -tydt+ | (wo—t)dt~ 70 - 709—1@0)/350
0 g~ (x0)
et
Ay = m%/?

Par symétrie en (z,y), on a démontré que 7(z + y) < 7(x) + 7(y) est vraie
pour 1 —5/(7InzgIng zg) des couples (x,y) tels que x < xg et y < xg.

PROPOSITION 4. La proportion des couples (x,y) tels que v < X ety <
X pour lesquels (1) n'est pas vérifiée est au plus 5/(7In X Ing X).

Y
y:%xlnxlnlnx y=x

y =146

0 4y =101081 z

4.2. Applications
COROLLAIRE 1. 7(2z) < 2m(z) pour z réel > 3 ou pourx € [0;1[U[2; 3.

Preuve. C’est une application directe de la proposition 3 avec y = =x.
Une étude de cas permet d’achever la démonstration :

e Pour 2 <z < 3, m(z) = 7(2) = 1. Pour que 7(2z) < 27(z), il faut que
m(2z) < 2, c’est-a-dire 2z < 5.

e Pour 0 < z < 2, m(z) = 0. Pour que 7(2x) < 27(x), il faut que
m(2x) = 0, c’est-a-dire 2x < 2. m

REMARQUE. Le corollaire 1 est annoncé comme démontré par Rosser
et Schoenfeld en 1975. Pour une preuve directe de ce résultat, il faudrait
vérifier que

P2k—1 = 2Pk
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Les estimations sur les py dans leur article [12] de 1962 ne permettaient pas
aux auteurs de démontrer ce résultat alors que celles que ’on peut déduire
de leur article [13] de 1975 convenaient.

COROLLAIRE 2. Pour tout n entier supérieur ou égal a 2,

m(2n) < 2mw(n).

COROLLAIRE 3. 1. Pour x réel > 3 et x = 2,

() + 7(2x)
2

2. Pour x > 3 et k entier, w(kx) < kn(x).

Preuve. w(z) < m(x+y) et 7(y) < w(z+y) ainsi 7(x)+7(y) < 2w(z+y).
Ceci montre la premiere inégalité. La seconde inégalité vient de ’application
de la proposition 3 pour y = 2.

Montrons la deuxieme proposition par récurrence.

Pour les cas k = 0 et kK = 1, c’est trivial. Le cas k = 2 est montré dans
le corollaire 1. Supposons I'inégalité vraie jusqu’au rang k. Si k+ 1 est pair,

w((k+ 1)) < 27r<"" . 1:c> §2<k : 1>7T(x) — (k + D(x).

< 7(3z) < w(z)+ 7(2x).

cor. 1

Si k4 1 est impair,

((k + 1)z) pn%gw(gx) + w<<§ 4 1) a:) < gw(a:) + (g + 1>7T(a:)
— (b4 1)), =

REMARQUE. On peut consulter I'article [4] pour une démonstration plus
directe de la deuxieme partie du corollaire.

4.3. Zones non couvertes. Dans les zones non couvertes par le théo-
reme 1, l'inégalité 7(z + y) < m(z) + 7(y) reste probablement vraie lorsque
y n’est pas suffisamment petit ou grand comparé a x.

Néanmoins Hensley et Richards [5, 9] ont montré que la seconde con-
jecture de Hardy—Littlewood est incompatible avec une autre conjecture
bien connue, celle des k-uples premiers. Ils ont prouvé qu’il peut exister des
k-uples admissibles (!) qui sont plus denses que le début de la série des
nombres premiers.

Vehka [18] a exhibé un de ces k-uples admissibles “super-denses” pour
la valeur y = 11763 de longueur k = 1412, c’est-a-dire que pour y = 11763,
il existerait z (trés grand) vérifiant ce k-uple et donc tel que 7(z + y) >
m(x) + m(y). La possibilité que 'inégalité (1) ne soit pas vérifiée dans un
grand nombre de cas n’est donc pas exclue.

(1) Tout k-uple admissible apparait infiniment souvent avec tous ces composants pre-
miers, et le nombre asymptotique d’apparitions jusqu’a = est £2(z/(Inz)").
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Note ajoutée pendant la correction des épreuves. Complétant le
travail de Segal, de récents travaux s’intéressent a la fonction p*(z) définie
comme le nombre maximal d’éléments dans une séquence admissible de
longueur x.

Un article de D. M. Gordon et G. Rodemich, Dense admissible sets,
Lecture Notes in Comput. Sci. 1423, Springer, 1998, 216-225, s’intéresse au
comportement de cette fonction pour les petites valeurs et montre en parti-
culier que p*(z) < 7(z) pour x < 1631. Un deuxieme article de D. A. Clark
et N. C. Jarvis, Dense admissible sequences, Math. Comp. 70 (2001), 1713—
1718, montre que ¢*(4916) > 657 alors que m(4916) = 656. Il est intéressant
de trouver le premier point x pour lequel p*(z) > m(x) car il faudra en-
suite trouver effectivement un nombre premier vérifiant ce k-uple. Cela étant
probablement d’autant plus facile plus la longueur est courte en vertu du
théoreme estimant le nombre asymptotique d’apparition du k-uple.
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