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Une construction algorithmique des p-extensions cycliques
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contenant les racines p-iemes de 1’unité

par

RICHARD MASSY (Valenciennes)

Dans [7, p. 389], Karpilovsky pose le probleme d’une description ex-
plicite de toutes les p-extensions cycliques. En 1999, T. Crespo [5] a donné
une famille compléte d’extensions cycliques de degré 8 d’un corps de carac-
téristique autre que 2. Par une méthode différente, initiée dans [8] ou [9], et
quel que soit le nombre premier p, nous présentons ici une construction al-
gorithmique de toutes les p-extensions cycliques des corps de caractéristique
différente de p qui contiennent les racines p-iemes de 'unité. Cette construc-
tion est effective via les méthodes de [4] (cf. Remarque (2)) qui permettent
d’obtenir un élément y de norme une racine primitive p-ieme de 'unité. Les
éléments primitifs z que nous obtenons sont des produits, alors que l'on
emploie généralement des résolvantes de Lagrange—Hilbert additives. Ils ne
different de celles-ci, pour l'essentiel, que d’'un élément du corps de base
(cf. Remarque (1)), mais leur forme multiplicative permet de simplifier plus
aisément par les puissances p-iemes. L’intérét majeur de ces éléments primi-
tifs est qu’ils sont tous définis canoniquement, de maniere algorithmique,
par la seule donnée d’un y, ce qui n’est pas le cas des résolvantes dont la
non nullité dépend a chaque fois d’un choix empirique.

Ultérieurement, grace aux notions introduites dans [11], [12] et surtout
[10], nous espérons pouvoir nous dispenser, au moins pour certains degrés,
de la présence des racines p-iemes de 'unité dans le corps de base.

THEOREME. Soient p un nombre premier, pair ou impair, et Fy un corps
de caractéristique différente de p contenant une racine primitive p-ieme de
Vunité . Soit Fy,/Fy une p-extension cyclique de degré p™ (m € N\ {0}).
Pour tout entier n € {0,...,m}, notons F,, le sous-corps de F, de degré p"™
sur Fy : Fy C F, C Fy,, [Fy, : Fy] = p". Soit xo un élément quelconque de
FE\ EyP tel que Fy = Fo(x[l)/p).
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1. Il existe un corps Fp,+1, contenant F,,, tel que ’extension Fy,+1/Fy
soit cyclique de degré p™T si et seulement s’il existe un élément y € F, de
norme N, /p, (y) = Gp.

2. Lorsqu’il en est ainsi, un élément primitif de Fip1 sur Fo,, Fo1 =
F, (a:%p), est donné par

m— 1 -
Ty = rmx H alp (yy,)

ot successivement, pour tout n € {1,...,m — 1}, un élément primitif de
Foiq sur Fp, Fpq = Fn(x}/p), est donné par

p—1
T = Tn$,}l/_pl o-ibpn_l(yfm)'
i=1
Ceci avec les définitions suivantes :
o r,...,y des éléments fixés de Fy ;

e 01 le générateur de Gal(Fy/Fy) tel que oy (a:o/p)/:vl/p Cps €t

Y1 = Ng,/r(Y);

e pour tout n € {2,...,m}, o, le générateur de Gal(F,,/Fy) prolongeant
on—1 défini par

1
on(s/P) /i = Ny i (4)y Tnjiy = Ont,
et
pn71—1
Yn = H o} (NE,, /. (Y))-
j=0

Démonstration. 1. Ce critére est bien connu : cf. par exemple [1, p. 207,
Th. 11].

2. Le théoreme est vrai pour m = 1 d’apres [9, Th. 3(A)(1)] en modi-
fiant 1égerement la formule donnant x; comme dans 1’énoncé. Supposons

maintenant donné le corps F,, = F,_1(x,/ L/p 1) et construisons F, 1. Soit

p—1
1
P -
i=1

On a

p—1

on(xy,)/x, = Np, /5, (y)oh, (NFm/Fn )i IHU Pt (N, /7, (1)
=1
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Or o, est un générateur de Gal(F,/F); donc of, = idp, et

p—1
on(zy,) /20 = Np, 5 W) NE,, /5, ()P H Uﬁpnfl(NFm/Fn (y)~*
=0

Comme Gal(F,,/F,,_1) est engendré par aﬁn_l, on obtient que

on () /%0 = Np,, /5, ()"

Soit alors le corps Fy , := F, (a:ﬁf/p) Il est de degré p sur F, car

sinon, il existerait un x € F,¢ et une racine p-ieme de 'unité ¢ tels que
on(z)/r = (N, /F,(y) dou 1 = Np,_ /g (y) = (p : absurde. Le fait que
on(z),)/x), soit une puissance p-ieme dans F,¢ assure par la théorie de Ga-
lois que l'extension F, ;/Fy est galoisienne. Montrons qu’elle est cyclique.
Soient &, € Gal(F},,/Fo) de restriction a F,, égale a o, : On|F,, = On, €t
X, € F!, tel que X;¥ =a/,. On a

Fn(Xy) = GNE,/F, (¥) X,
pour un i € F, = Z/pZ, et par suite

b (X)) = NFn/Fo(NFm/Fn( NX5 = X,

Il en résulte que &, est d’ordre p"*'; donc &, engendre Gal(F), ,/Fp).
Posons alors
U;H-l L A

On a toujours o’ = oy, et comme pged((p — i)p” + 1,p" ) = 1,

n+1|Fy,
on déduit de l'identité de Bézout que o), ; est aussi un générateur de

Gal(F}_ ,/Fy). La simplification est cette fois que
0ni1(X5) = Np, /5, (1) X5,

Considérons maintenant l'extension Fj, 11/ Fp. Par la théorie de Galois, on
sait qu’il existe un 2/ € FX tel que Flyq = Fy(a”/'/P) avec o, (2!) /2! = 28
pour un élément z, € F.*. Si l'on avait Np, /g (2n) = 1, on déduirait du
théoreme 90 de Hilbert dans I'extension cyclique F,,/Fy que Gal(Fy,41/Fp)
est un groupe d’exposant p" : contradiction puisque F),y1/Fj est cyclique

de degré p™*t!. Donc nécessairement, il existe un entier i € F) tel que

Ng, /5y (zn)' = G = N, ym () = Ni, iy (NE, 5, ()
& 3fa € FS on(fa)zn/fn= NFm/Fn(y))'
Or on a montré que oy, (xy,)/r;, = Np,,/F, (y)?. Par conséquent

Un(fﬁx;ii) N on(x),)

a4

& (3, € BF fPa = rpal).

n



24 R. Massy

Il en résulte que

Foi1 = Fp(2'?) = F,(a!"/7) = F\((rna) /") = F,(z1/7)

n

ou l'on a posé z;, := rpa),. De plus

on(Tn)/Tn = Un(l“%)/zgz = NFm/Fn(y)p-
En étendant o, a F, 1 comme on l'a fait pour F}_; avec o), ;, on obtient
finalement qu’il existe un générateur 0,41 de Gal(F,+1/Fp) tel que

ons1(/P) /2P = Np 5 (4), Ongi, = On-

On se retrouve donc en situation de gravir une marche supplémentaire de
la tour cyclique induite par F,,/Fp. =

REMARQUE. (1) Résolvantes. Dans les notations du théoreme, on a

O'm(xm)/xm = yp7 NFm/Fo (y) = Cp‘
Par ailleurs, d’apres le théoreme de Dedekind sur I'indépendance des homo-
morphismes de corps, on sait qu’il existe un 6 € F, tel que la somme

pm—1
=0+ ) Pomy)...on (1)on(6) (12, p. 172))
=1

soit non-nulle : z # 0. Et lon vérifie que z/on(2) = yP. On en déduit
Iexistence d’un élément r € F* tel que 2,z = r. Notre élément primitif mul-
tiplicatif x,, n’est donc que l'inverse d’une résolvante de Lagrange—Hilbert
z, modulo la multiplication par un élément du corps de base. Mais le choix
d'un 6 € F tel que 'on ait z # 0 n’a rien de canonique, tandis que x,, est
défini algorithmiquement par la seule donnée d’un élément y de norme (,.

(2) Equations normiques. L’effectivité de notre méthode est subordon-
née a l'obtention d’un élément y de norme ¢, (I'existence de y étant équiva-
lente & celle des extensions cycliques que nous voulons construire). Soient
L/K une extension de corps de nombres et a un élément fixé de K*. Le
probleme du calcul d'une solution z € L* de I’équation normique Ny, (z)
= q est résolu dans [4, Sect. 7.5]. Dans la terminologie de Cohen, un ensemble
So d’idéaux premiers de K est dit convenable si pour tout ensemble fini
S D Sy, on a, dans les notations usuelles,

Np/k(L*)NUs(K) = Nk (Us(L)).
On montre qu’une fois trouvé un ensemble convenable Sy, il suffit de résoudre
I’équation donnée dans un groupe Ug(L) de S-unités de L. Et Cohen fournit
un algorithme [op. cit. p. 383, 7.5.15] qui permet effectivement d’exhiber,
lorsqu’il existe, un x € Ug(L) tel que Np,g(z) = a. De plus, dans notre
cas, lextension L/K est cyclique. Donc, d’apres le théoreme des normes
de Hasse [6], la vérification de 'existence de = se ramene & un nombre fini
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de conditions locales. Enfin, on dispose de la formule des classes ambiges
de Chevalley ([3], [13, Th. 4.5]) qui donne explicitement, pour tout S, le
quotient

Npyg(L*)NUs(K) /N (Us(L)).
EXEMPLES. (1) Soient, comme dans I'exemple 2 de [5] : Fy = Q(+/17),
= F[)(\/g) et Iy = Fl( 15+ 6\/3) Pour

3415465
YT (T 2vE)

3(1+/5)
=N = — , N =—1.
Y1 Fg/Fl(y) 2(\/1—7+ 2\/3)2 FQ/FO(y)
Pour 1 = 4, on peut prendre

V15 +6V5 = <‘/_1_;%f/\§>m

_ 204+ 6VIT+ (12 +2VIT)V5 + (3 +3V5)/m1
e V17 + 1615 '

Ainsi, toutes les extensions cycliques F3 = Fy(\/x2)/Fo de degré 8 sont
données par
29 = 19(40 + 4V17TV5 — (3+ V5)/T1) (12 € F{).
(2) Soient Fy = Q(j) ot j = e*™/3 et Fy = Fy(Xp) avec X3 = 1 — j.
Toutes les extensions cycliques Fl(my 3)
1 =rXo(1—7X0)(1 - j°X0)* (r1 € E)).
Prenons r = 1 et F» = F1(X1) ou

X3 =3+B+5)Xo+ (2+)Xz.

on a

On en déduit

/Fy de degré 9 sont données par

Pour
_ 2 2 2 2 . 2\ v2
y=1-7"X5+(-1-j"Xo+ X5) X1+ 2+ — jXo — Xg)X7,
on a
NFQ/Fl(y): 1_X07 NFQ/F()(y):.]
On en déduit que toutes les extensions cycliques I3 = FQ(ZLé/ 3) /Fy de degré
27 sont données par
o = 12(105 + 42 + (159 — 305) X0 + (195 + 1295) X2
4+ (=9 4105 — (141 + 1115) Xo — 995 X2) X1
+ (63 + 65 + (6 + 1055) Xo — (73 + 385) X2) X?)

ol ro parcourt Fy'.
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