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D’une mesure d’approximation simultanée 4 une mesure
d’irrationalité : le cas de I'(1/4) et I'(1/3)

par

SYLVAIN BRUILTET (Paris)

Nous donnons une mesure d’indépendance algébrique de quantités liées
a un réseau de C et en déduisons des mesures d’irrationalité pour des valeurs
particulieres de la fonction I.

Introduction. Soit {2 un réseau de C d’invariants go et gs algébriques
et soit w une période non nulle de quasi-période associée 7. L’indépendance
algébrique des nombres 7/w et n/w a été démontrée en 1976 par G. V.
Chudnovsky [2], puis des mesures d’indépendance algébrique de plus en
plus fines furent données, par G. V. Chudnovsky lui-méme et G. Philibert
[9], [6]. Une idée de G. V. Chudnovsky [3] (consistant & voir la fonction
o de Weierstrass comme variable) permit récemment d’obtenir une mesure
« du type H™¢ » [12]; malheureusement une erreur s’est glissée dans la
démonstration et un facteur logarithme-carré en le degré doit étre rajouté.

Dans ce texte nous prouvons, en appliquant la méthode de [11], la mesure
d’approximation suivante :

THEOREME A. Soit 2 un réseau de C d’invariants algébriques. Soit w
une période non nulle, de quasi-période associée n. Soient enfin a1, as € Q
deux nombres algébriques. Notons 0 = (1, w/w,n/w) et a = (1,1, a2). On
a alors

log Dist(0, a) > —A(h(a) +log(1 + d(a)))d(a)**\/log(1 + d(a)),

ou A est une constante ne dépendant que de w et {2 que 'on peut effective-
ment calculer.

Cette mesure entraine alors la mesure d’indépendance algébrique :

THEOREME B. Sous les hypothéses du théoréme A, si P € Z[X,Y] est
un polynéme mon constant a coefficients entiers relatifs de degré d et de
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hauteur H, alors

(&)
w W

ot B est une constante ne dépendant que de w et {2 que 'on peut effective-
ment calculer.

log > —B(log H 4 dlog(1 + d))d?*(log(1 + d))?,

L’effectivité de ces énoncés est réelle : une fois le réseau 2 et la période
w donnés, il est possible de donner une valeur numérique aux constantes
A et B. Comme illustration de ce fait, en considérant les courbes ellip-
tiques & multiplication complexe par Q(i) et Q(j), on démontre les mesures
d’approximation simultanée et les mesures d’indépendance algébrique sui-
vantes :

THEOREME A’. Si a = (a1,a2) € Q2 on a, en notant d = d(a) et
h=h(a) :

log(|I°(1/4) — an| + |7 — ag]) > —10%(h + log(1 + d))d*/?\/log(1 + d),
log(|I°(1/3) — an| + |7 — an]) > —10%2(h + log(1 + d))d*/?\/log(1 + d).

THEOREME B’. Soit P € Z[X,Y] un polynéme non constant a coeffi-
cients entiers relatifs de degré d et de hauteur H. Alors

log |P(m, ['(1/4))| > —10°*(log H + dlog(1 + d))d*(log(1 + d))?,
log | P(m, I'(1/3))| > —10%3%(log H 4 dlog(1 + d))d*(log(1 + d))>.

Remarquons que ces mesures sont de la forme « H~¢ », donc suscepti-
bles de fournir des mesures d’irrationalité. Effectivement, appliquées & un
polynome de degré 1 en Y, les mesures de transcendance du théoréeme B’
permettent d’aboutir a des mesures d’irrationalité. Cependant nous utili-
sons ici une autre méthode, conduisant & de meilleurs résultats; ainsi nous
déduisons directement du théoréeme A’ le corollaire suivant :

COROLLAIRE. Soit p/q € Q avec ¢ > 0. Alors

1 1 10143
()= = |r(3) 2= (%)
4 q qe

.=

1 1 10151

h(]—0> > 107 = ‘F(—) YIRS (—) .
q 3 q qe

Dans une premieére partie nous commencons par quelques préliminaires :
nous y donnons une majoration d’'un PPCM (en utilisant les estimations
de [15]), nous calculons ensuite le type de certaines fonctions « elliptiques »
a l'aide d’un résultat de J. H. Silverman [17], puis nous réécrivons dans
le cas particulier qui nous intéresse le théoreme 1 de [11], et enfin nous
énongons une majoration (optimale) de la dérivée d’une fonction elliptique
due & D. W. Masser [8].
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La deuxieme partie contient la démonstration du théoréme A, s’appuyant
sur le théoreme 1 de [11]. Notons que la preuve de la proposition 2 (1a ou se
situe lerreur de [12]) est reportée a la partie suivante.

Dans la quatrieme partie nous démontrons (grace & un lemme de trans-
fert, [13]) que le théoreme A implique le théoréme B, puis nous donnons un
tableau des constantes intervenant, permettant ainsi un calcul effectif.

La derniere partie enfin consiste en le calcul effectif des constantes dans
deux exemples intéressants conduisant aux théorémes A’ et B’. Nous en
déduisons alors les mesures d’irrationalité de I'(1/3) et I'(1/4) en cons-
truisant des approximations algébriques d’un nombre complexe grace aux
résultats de D. Roy, M. Waldschmidt et G. Diaz [16], [4].

La numérotation des constantes suit celle de [12], ¢’est pourquoi les cons-
tantes co (croissance des fonctions) et c3 (hauteur des «y;) n’apparaissent pas
dans ce texte (elles sont remplacées par a({2) et b({2)).

1. Préliminaires

1.1. Notations et rappels. Nous donnons ici les notations utilisées dans
ce texte. On notera Q le corps des nombres algébriques. Si K est un corps
de nombres et v une place de K, | |, désignera la valeur absolue normalisée
associée, i.e. celle qui prolonge a K une des valeurs absolues usuelles de
Q (p-adique ou archimédienne) ; on dira que v |p (respectivement v |oo) si
la restriction & Q de | |, est la valeur absolue p-adique (respectivement
archimédienne), et on notera d, le degré local de K en v, c’est-a-dire la
dimension de K, (complété de K pour v) sur Q, si v|p ou sur R si v|oc.
Rappelons qu’alors

> do=[K:Q]
vlp

re K\{0} = H |z|% =1 (formule du produit).

Pour z = (x1,...,2,) € Q™ on désigne par d(z) le degré du corps
Q(z) = Q(z1,...,xm); pour une place v de Q(z), on note d, le degré local
sur Q, et on définit

HﬁHU = maX(L |l‘1|v, IR ‘$m|v)7
puis
_ log H(z)

H@) =]]llzl et h@) ==

les hauteurs relative et absolue de z. La hauteur d’un polynome a coefficients
algébriques est la hauteur de la famille de ses coefficients.
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Soit 2 = Zwi + Zws un réseau de C engendré par wy et wo tels que ws /wy
soit dans le demi-plan de Poincaré. On note p(z), ((z) et o(z) les fonctions
de Weierstrass associées. Si w est une période non nulle, n désignera sa
quasi-période associée, définie par 7 = ((z +w) — ((z) pour z & (2. Ainsi m
et ng sont les quasi-périodes associées a wi et wy. Rappelons la relation de
Legendre : njws — now1 = 2iw et que la fonction p vérifie :

1('(2)
ol22) = ~20:) + 1 (55

0/ (2)? = 4p(2)° — gap(2) — gs.

2
) (formule de duplication),

On définit alors s
Azﬁ—ﬂﬁeﬁjzw%%.

(Pour ce qui concerne les fonctions elliptiques, on pourra se reporter a [7].)

On désignera par Vol({2) l'aire du parallélogramme fondamental. Si z € C,

on notera d(z, £2) la distance de z au réseau {2 :

d(z,§2) = min|z — w|.
wes?
Sif=(1,01,62) et @ = (1,1, 2) sont des éléments de Py(C), on définit

MAﬂ.
ol - llall

10l = V14161 +1622,  Dist(6, @) =
On a alors I'inégalité suivante ([13]) :

. 6 —
Dist(0, ) > .
9 = 161 lal

Si z est un nombre réel positif, on pose log’ z = max(0, log x).

Enfin, on se donne un réseau {2 dont les invariants gs et g3 sont supposés
algébriques. On se donne w = ajw; + asws € 2 tel que w/3 & 2 et on pose
c1 = |a1| + |az|. Par ailleurs on pose

P = (p(w/3),¢'(w/3)).

1.2. Majoration d’un PPCM. Le but de ce paragraphe est de donner
une majoration de

Mp(N)=PPCM{ky...ky | 1<n <N,k eN" ki +...+k, <T},
qui nous servira dans la démonstration de la proposition 3.
PROPOSITION 1. Soient 1 < N < T deuzx entiers. On a
log Mp(N) < T'log(4N).

Preuve. Notons pour simplifier M = Mp(N) et soit p un nombre premier
divisant M. Si k € N* on note vy (k) 'exposant de p dans la décomposition
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de k en facteurs premiers. Soient k1, ..., k, des entiers vérifiant
1<n<N, k>1, k+...+k,<T, ’Up(k‘lk‘n)zvp(M)

Il est clair que 'on peut prendre les k; de la forme k; = p®, «; > 1, et
qu’alors v, (M) =g + ... + .

Sip > T/N, des inégalités p* > a;p et p* + ...+ p®* < T on déduit
vp(M)=a1+...+a, <T/p.
Sip < T/N, soit n < N maximal tel qu’il existe des «; > 1 satisfaisant
P+ p <T et v(M)=a1+...4+ .

Dans le but de prouver n = N, supposons n < N. Dans ce cas tous les «a;
valent 1. En effet, pour a > 2 on a p® > p+ p®~!, de sorte que si (par
exemple) o, > 2 l'inégalité

pPU A p T 4 p<T

contredit le caractére maximal de n (notons que le nombre de termes de
cette somme est bien majoré par N car n < N). Par conséquent on obtient

N>n=o1+...+a, =v,(M).

Or v,(M) > N, puisque Np < T et Np correspond a une somme de N
termes égaux a p. Cela fournit une contradiction et prouve que n = N.
L’inégalité arithmético-géométrique laisse alors

Vpor...poN <T/N,
et par suite
T
vp(M) < Nlog, N

Les seuls facteurs premiers de M étant les p tels que p < T, on a

logM:va(M)logpg Z Nlog%—l— Z Zlogp

p<T p<T/N T/N<p<T
T T logp
SNW<N>10gN+T Z P
T/N<p<T

ou m(x) désigne classiquement le nombre de nombres premiers plus petits
que z.

Les théoremes 2, 6 et 21 de [15] donnent (ou E est une constante ab-
solue) :

m(x) <1.3

<1. pour x > 1,
log x
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lo 1
Zﬂ<10g:c+E+ pour x > 319,
= 2logx

lo 1
E ﬂ>logx+E— pour z > 1,
2logx
p<lx

lo
Zﬂ>logx+E pour 0 < z < 108,
p<w

On en déduit que pour y > 5000 :

1 1
>10° = 8P g ,
v Z + 2108 5000 | 2log 108
r<p<ly
logp
<108 = 08P gl T
v 2 + 210g 5000
z<p<y

Ainsi deés que 0 < z < y, avec y > 5000, on a

logp 1 1
<lo .
2 - - 210g5000 | 21og 108

z<py
Finalement, pour T' > 5000,
T T/N 1 1
logM <13Nlog— - —————+TlogN T
ogM < 13N log - 1oy T lee N + (2log5000 T 21og 108)
< Tlog(4N).

Un calcul sur machine permet de vérifier que cette inégalité reste valable
pour 1 < T < 5000.

REMARQUE. On peut démontrer le comportement asymptotique sui-
vant :

1 g}
lim —log M7 (N) — — 1 =0.
log T'/log N—o0 (T 5 T( ) kz—:l k‘)
1.3. Type de fonctions « elliptiques ». On introduit les trois fonctions
suivantes, qui sont holomorphes sur C entier :

R =aGPo). )=o) (66 = 12) ) = ale)
LEMME 1. Pour tout z € C,
log |o(2)] < A() + B@)|=]

avec

0073+ Lot 1 1 1
A(Q)—O.973+810g |7] 1210g\A|, B(Q)—Q(
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Preuve. Pour z = ajwi + asws € C, avec a1,a2 € R on définit n, =
ai1m + aznz ; on note alors
Az) = gR(2n:) —loglo(2)| — 13log |4],
et on a l'estimation suivante qui se déduit de la proposition 5.4 de [17] :
—0.973 — tlog™ |5] < A(z),
ce qui nous laisse log |o(2)| < A(£2) + $R(2n.), ol
A(£2) =0.973 + g log™ |j]| — 75 log|Al.
Remarquons que par la formule de Legendre
mz — nuwi = ag(nws — new1) = 2imag,

ce qui donne

m o 21'7ra2
Ny = —27 — —=Z.
w1 w1

Par ailleurs %(Mz) = —271'0/%%(%)7 et a%%(%f < ’wil

2
, de sorte que
w1

2¢x

[ P
22w ) T w2 (we/wr)  Vol(2)

Il s’ensuit que
1 1 27 9 9
“R(en.) < - — )21 = B(Q)J2I%,
SR(e1) < 2( - Vcﬂ(m)|z| ()]

m
w1

puis
log o ()| < A(2) + B(£2)|z[*
PROPOSITION 2. Pouri=1,2,3 etz€ C on a

log |fi(2)| < Ai(£2) + Bi(2)|2P,

2
A1(2) = 2A(2)+2B(%2) g +log <’p<§> ‘+W) B1(2) = 2B(%2),
As(£2) = A(£2) + log ( g + 1) Y 2B(2),  Bs(2) =2B(Q2) + %

A5(2) = A(2),  Ba(22) = B(2).
Preuve. La relation ([7, Theorem 2, p. 243])

p(2) - p(‘“) __olztw/3oz —w/3)

3 oc(w/3)20(2)2
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laisse

B 2 (w) o(z+w/3)o(z—w/3)
o) = (5 R
ce qui donne 'estimation voulue pour ¢ = 1 via le lemme 1.
La formule de Cauchy nous donne log|o’(2)| < A(2) + B(2)(|z] + 1),
et puisque ( est la dérivée logarithmique de o, on trouve
|f2(2)] < |0 (2)] + g |2 exp(A(2) + B(£2)|2]%)

< <1 + ‘g‘) exp (A(Q) +B) (| +1)2 4+ %m?)
< <1 n ‘g‘) exp <A(Q) +2B(Q) + (23(0) + %) |z|2>,

en remarquant que (|z|+1)? < 2(|z|2+1) et log|z| < 3|2|%. D’ou le résultat
pour 7 = 2.
Le cas ¢ = 3 est traité dans le lemme 1.

1.4. Un théoreme de P. Philippon. Dans ce paragraphe on réécrit le
théoreme 1 de [11] dans un cadre simplifié. Commengons par quelques no-
tations : Si S C N x C on note |S| = sup; .yeg |2 et

N-1
Hg(S) = max (1,(R—|z|)7%), avecR>|S|, Ggr(S)= (66 i) ,

(k,z)€S SM1/2
ou
N =CardS, M =Card{zeC|3k: (kz2) e S},
= min (1,]z = 2')).
(k,2),(K',2")€ES, 2#£2
Soient f1,..., fq (d > 2) des fonctions entiéres telles que

2| <7 = log|fi(z)] < w(r),

oll w est une fonction croissante de R dans R.
Soit D € N?, de cardinal Card D = L. On pose

Dw =max(h; + ...+ hg)w,
heD

et pour (k,z) € N x C on note

P09 = (el 72962 |
A k! dzk (hi,..shq) €D

On se donne de plus un corps de nombres K C C de degré a, des nombres
réels R, N, E, o,® positifs et U € R U {oo}; on suppose qu'’il existe des
ensembles () = Sy, S1,... CNx C, 51,5),... C N x C tels que

(k,2) e S, = {0,...,k} x{z} C S,
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les composantes complexes des points de S/ n’étant pas alignées, vérifiant
les contraintes suivantes :

CR : ‘Sz'+1‘ < R,
CN,R5 CardS{SN, ‘Sﬂ SR,
Cg: E> HR(SZ'_,_l)e_CardS;.

Pour tout ¢ > 0 et x € S;y1 on suppose qu'il existe m;41, € KT et
Ai+1,2 € C tels que

( ~
log ’[D(ZU) — Nt 1,2Mit10 — Z ,uj,ymj’y} < -U,

J<i
yGS]'
log|[£P(a") = Y ijymsy| < U — 1og(GR(S)Hr(Sis1)),
1<t
;G_Sj

ou fij, € C (respectivement ﬁ;y € C) dépend de (i, ) (respectivement de
(i, 27)).
On suppose enfin que pour tout ¢ > 0 et z € 511,
Co: h(miy1.) <P,
Cy:  logmax(|mit1l, [Nit1.]™") <o
Enfin, on note Mp la matrice dont les colonnes sont les vecteurs m;
quand (¢, z) parcourt |J,~,{k} X Sk.
Sous ces hypotheses on a :

THEOREME 1 (P. Philippon). Si L > Card Sy et si

- L
Cr: min(~logE — Dw(2eR),U) > (ad + 0+ A) 37— o
— 1

ot A= (a+2)log(2L) +log™ (2N), alors
rang Mp < L.

Cet énoncé est la retranscription du théoreme 1 de [11] ou 1’on a pris (avec
les notations de [11]) A; = A= K; = K, C = C, 19 = 1 (cas archimédien),
n = 1 (une variable), n = 1 (H(2) = 2), et un rayon d’analycité infini.
Les fonctions U, ®, 6, 0,7, E, N de [11] sont ici supposées constantes, avec
deplusd =1 (K; =K),r” =R, r=2eR.

Puisque n = 1 le terme Er n’apparait pas dans la contrainte Cg, et
6 = 1 nous permet d’éliminer la contrainte Cs qui est automatiquement
vérifiée. Par ailleurs K; = K laisse Plg(K;/Ky) = {id} et dans ce cas la
contrainte Cyy se réduit & celle énoncée. De plus, la taille T' de [11] coincide
avec h. Enfin, 'estimation G de la « gravitation » utilisée ici est due a
Reyssat [14], et est valable dans le cas 19 = 1, C' = C qui nous intéresse.
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Notons que les logarithmes utilisés ici sont en base e, contrairement a
[11] ou ils sont en base 2.

1.5. Une estimation de D. Masser. Nous énongons a présent une esti-
mation due & D. Masser [8] :

THEOREME 2 (D. Masser). Soit 2 un réseau de C, et o sa fonction de
Weierstrass associée. On a alors

M
/ Q < -
ot d(z, §2) désigne la distance de z au réseau §2 et M est la constante absolue

ST
M= o T

De plus il y a égalité si et seulement si

D=7 &L /3, ;= i%(Z + €%7/3) modulo 1.

2. Démonstration du théoréme A. On se donne a = (1,1, a2) €

P,(Q) et on note
0= (L 7[-/‘*)7 U/w) € PQ((C)'

On se place dans le corps de nombres
K = @(/Lv a1, &2, g2, @(W/?)), p,((xJ/?)))

La parité, la périodicité de la fonction @ et la formule de duplication laissent

2
1 (6p(w/3)* — 392)
pw/3) =p(2w/3) = —2pw/3) + - - ,
ce qui implique que p(w/3) est racine du polynome

Xt = 102X% — g3X — 4593

La relation p(w/3)? = 4p(w/3)3 — gap(w/3) — g3 montre alors que g3 € K
et que
o= [K:Q<22-4-d()d(g),

ot d(g) = [Q(g2,93) : Q.
L’idée (due a Chudnovsky) est de considérer o comme variable au voisi-
nage de w/3 au lieu de z. Pour cela on définit u par

o = p(w/3) +up'(w/3),
et on a alors

dz 1 d¢ —p

dp /4P —gap—g3 A0 /403 — gop — g3
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ou la racine carrée est choisie de sorte que

Vip(W/3)? — g2p(w/3) — g5 = ¢'(w/3).

Or en utilisant ¢'(w/3)? = 4p(w/3)® — gep(w/3) — g3 et p"(w/3) =
6¢(w/3)? — g2, on calcule aisément que

49° — 920 — g3
= 4(p(w/3) + ¢’ (W/3)u)’ = ga(p(w/3) + ¢'(w/3)u) — g3

//
’ 2 p"(w/3) 2 / 3
= (w/3 <1+2 u+ 12p(w/3)u” + 4p (w/3)u” |.

(/32 (1+2 20wt 12000030 + 499 (/3

Définissons
_ gy 20)!
)\n _( 1) 22n(n!>27
de sorte que 1/v/1+ 2z =73 A,2". Il vient alors
' (w/3)

VAP — gop — g3
- gAn (2 Z/I((u“j//;)) u+ 12p<§>u2 + 4p’<§>u3>n

:i > Anj;:!“<2z/;((j//s))>j<12@< >>k<4p’<§>>luj+2k+3l

n=0 j+k+l=n

0
= E ’yl'Jrlulv
1=0

w| &

ou

GHE+D i okroiqk
Yit1 = Z Ak W 2 3
J+2k+3l=i

(G () ¢ (5),

et par conséquent
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avec la convention 79 = 0. En intégrant on trouve donc

(- gz =7-1- Z; [(@(%) + g>% + @’(%)%1} u7

ol y-1 = ((w/3) —n/3.
Pour h = (h1,hs) € N2, t €N, et s = (s1,52) € N2, on pose

1 dt b n 2im(a1s2 — azs1) ha
Ih(ts) = 7 qui (W ' <C -2t "

PRroroSITION 3. Soient D1, Do, M, T € N*, avec M,Ds > 3. Si hy <
Dy, ho < D5, 0< 81,589 <M et0<t<T, alors

u=0

Qh(t,s) = Qh,(t,8) (T/w, /W),
avec
Qn,(ts) € K[X,Y], deg Qn,t,s) < D2,
log L(Qp,(1,5)) < (3 +10g(32¢1]|Plloc)) (D1 + T + D2 log(TM)).

De plus, notant h(Qp,(1s)) la hauteur absolue de la famille des coefficients
de tous les polynomes th(té), h1 < Dy, hg < Dy, on a

hQp,1,5)) < ca(D1 + Tlog Dy + Dalog(TM)),
ot ¢4 = 6+ logcy + h(P).

Preuve. La démonstration de la proposition est reportée a la section
suivante.

La quasi-périodicité de ¢ et la relation de Legendre montrent alors que
pour si, Sg € 7,

C(z+ s1w1 + sawn) — g(z + s1w1 + Sawo)

aim + azmn2 (

siw1 + saw2)
a1wi + aswa

=((2) - gz + 5111 + s2m2 —

n S1Maow2 + S2M2a1W1 — S2N1G1W2 — S17)2G2W1
=((z) — —z+

w a1w1 + agw?

n 2im(ags1 — a182)
= C(Z) - =z )

w w

ce qui nous permet d’écrire, a I’aide de la formule de Faa-de-Bruno ([1, chap.

I, 83, exercice 7)),
L& [, n \"
s (e 1)

z2=w/3+s1w1+s2w2
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1@ 2im h
1 dzi (Kﬁhl <C — Lot Zaasr - 0182)> )
z w w 2=w/3
1 d n T h
- Z (v (9 (¢~ o4 e —an)) )
T1+.. —‘th/—] =1 :w/3>
T>1

s ! 1 dmi( 3
:Z%xt/é)(g?@ > H W

T1+o . +Ty=j i= 1
T:2>1

u=0

1 d"u
x Z H 7l dzTi

)

z=w/3

et la regle de Leibniz laisse alors

1 dt 2D1+4+Ds2,_hy n "
E%(U A U

z=w/3+s1wi+s2w2

t
2 : ™
= Mt’,téQﬁ,(t/,g) <_7 _>7
w w
t'=0

ou
i 1 dti(o?Di+D2)

e = ((t — ) dat

j=t'

z=w/34+s1w1+s2w2

zw/3> .

t/

L o/ (w/3)
< 2 Ua—a—

T+ Ty =] i= 1
T >1

PROPOSITION 4. On a
t

log Z | 1.5 < er(t+ (D1 + D2)M?)
=0

avec ¢y = max(cs, ¢ +10g 2), ot

2 24
o =log <d<w/3, Q)" (\p'<w/3>rd<w/3, e 1))
c5 = 2(A(2) + BQ)(Jw|/3+ |w1| + |wa| + 1)2).

Preuve. Le théoréme de Masser [8, §1.5, théoréme 2] et la formule de
Cauchy appliquée & ¢’ sur le cercle de centre w/3 et de rayon 3d(w/3,£2)
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donnent

1t dipflw 6(3d(w/3,2)) " eon
75! p’(w/3) dzTi (3)‘ < ]p’(u)/3)\(%d(w/3, Q))‘ri—l <

avec

o = log (W e <|p'<w/3>|ﬁw/3, 2 1))

La formule de Cauchy appliquée & o2P17P2 sur le cercle de rayon 1 et
de centre w/3 + sjwi + sawy donne, en utilisant le lemme 1,

1 dk O.2D1 +D>

k! dz* z=w/3+s1w1+s2w2
< (2D1 + Da)(A(2) + B(2)(|w|/3 + M(|w1| + |w2]) + 1))

< ¢5(Dy + Do) M?,

avec c5 = 2(A(2) + B(2)(|w|/3 + |w1| + |we| + 1)2).
Calculons a présent le nombre de termes dans la somme définissant i ¢ 5,

c’est-a-dire .
N=> > L

j=t' i+...+10=7J
Ti>1

log

Il est clair que

’

((5) =2( ¥ )

j=0 71+...+Tt/=j
T,L'Zl

et puisque par ailleurs

’ 1 ¢ > (Tl-i-t,— 1)' /
t — n+t
v <1—x> Z (t' —1)!n! T

n=0
on obtient . |
Y ooi= U —1)! :<]—1>
P IV — #)! ;. .
- G L N
T;>1

De plus, grace a la formule de Pascal,

() -%((7)-03))

(02 ()- ()

=t
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ce qui laisse

Par conséquent on a |py | < es(Pr+D2)M* st (1), et ainsi 5 [pees| <

2 . .
e (D1+D2) M +est+tlog2 oo qui termine la preuve.

A présent on va appliquer le théoreme 1. On prend les trois fonctions
f1, f2, f3 du §1.3, qui sont du type (proposition 2)

w(r) = a(2) +b(2)r?,  a(N) = max A;(£2), b(2) = max B;(£2).

i=1,2,3 i=1,2,3
On se donne aj,as € Q et on pose U = —logDist(f,a), ainsi que
(1,01,02) = (1,7/w,n/w). On suppose que
1
DISt(Qa Q) < YV
2/6]|

ce qui donne ||a|| < 2||0|| puisque
10 — af
1611 - [l

Remarquons qu’alors |0 — o < 2/|0]?eY.
On se donne M, Do, Dy et T > Tp, des entiers non nuls tels que

(1) M >3, Dy>4.
On prend comme monomes :
D={h €N’ |hy <Dy, hg < Dy, h3 =2(D1 — hy) + D3 — ho},
ainsi L = CardD = (D1 + 1)(D2 + 1) et
Dw(r) = (2D1 + Do) (a(f2) + b(2)r?).
Rappelons que K = Q(i, a1, ag, g2, p(w/3), ©'(w/3)). On pose de plus
QM) = {s1w1 + sowz | 0 < 81,89 < M},

et (2(M) + Zw)/(Zw) est identifié & un systeme de représentants pris dans
Q2(M), dont le cardinal est alors majoré par ¢y M. En effet, tout élément
s1w1 + sawa de £2(M) est égal modulo Zw a un point du réseau de la forme
rwi +tws avec t = sotqasg, ol q et r sont le quotient et le reste de la division
de s1 par |a;|. Ainsi 0 < r < |a1| et t est dans un intervalle semi-ouvert de
longueur inférieure & M (1 + |az/a1|), ce qui laisse au plus

az
a

)ZClM
1

]a1|M<1 +

possibilités pour rwy + tws.
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On définit les ensembles S; et S/ ainsi :

Sy =1{0,...,Tp — 1} x {%JF%JZW},
Si={To+1i—2} x{w/3+ 2(M)} si2<i<T—-Ty+1,
S =10,....Tp — 1} x {w/3+ (M)} sii>1.
Soit ¢g > 2 une constante & déterminer ultérieurement. Dy et M étant
fixés, on prend
Dy = [2coci M)+ 1, Ty =l[coD1], T =28 (Tp+1),
de sorte que 2 Card S7 < 2c1ToM < 2c1¢9D1M < D1Dy < CardD = L, ce

qui laisse
Card S, L
—— < et ——— <
L — Card 51 L — Card S
Contrainte Cr. Puisque

[Sit1] < |w|/3 + [s1] - [wi] + [s2] - |wa| < max(|wi], |wa|)(2M + c1/3),

2.

on prend
R = max(\w1|, |CU2’)(2M + 61/3) + 1,

ce qui donne

Dw(2eR)
< (a($2) + b($2)(2e max(|wi |, |wa|)2(1 4 ¢1/3) M + 2¢)?)(2D1 + D3)
< (a(92) + b(2)4e? (2 max(|w1 |, |wa2|) (1 4 ¢1/3) + 1)2M?)(2D; + Dy)

< c10(D1 + D2) M?,

avec c19 = 2(a(£2) + b(£2)4e?(2max(|wi], jwa|) (1 + c1/3) + 1)2).

Contrainte Cy r. L’inégalité |S]| < R est vérifiée, et de plus Card S} =
ToM?. On prend donc N = Ty M?.

Contrainte Cg. Si(k,z) € S;,ona |z| < R—1, par conséquent Hpr(S;11)
= 1. Ainsi la contrainte Cg est satisfaite en prenant —log E = N = ToM?.

Contrainte Cg;. Afin de simplifier les notations on notera provisoirement
§ = mingre o\ (0 (1, |w']). La gravitation Gr(S]) devient alors

R 1 ToM?-1
, f— —_— ——
ToM?-1
_ max(|wy |, |wal) 132 4 66¢1 N 66
) 3M  max(|wi|, |wa|) M

max(Jwr |, lwa]) | M T2
< (13— < ec2ToM*
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en supposant

66
max(|wi], |wa])’
max(|wi], |wal) >
ming e\ (o} (1, |w']) )
Soit ¢ > 0 et € S;+1, on peut écrire

(2) M > 22¢; +

Ccl19 = logJr <133

_ 0<t<Typ—1 sii=0,
r = (t,w/3 + sjwy + saws) avec {t:To—H'— L o1
On pose alors

Mi41,x = (QQ,(t,g) (0517052))QED7 )\i—i—l,x = Utt,s-

D’apres la définition des ¢ 5, on a

t
D
IP@) = (X i asQus (w/wnfe))
/=0 -
t
Or (3 y— bt ,t,sQn v ) (a1, @2))nep est de la forme
NitLaMisie + 3 Ty My,
J<i
yES]‘
ol certains i, sont des p ;s tandis que les autres sont nuls. Remarquons
que si 2’ € 5], alors 2/ = (t,w/3 + s1w1 + sawa) avec 0 <t < Ty — 1, et ainsi

t
[P = (Z per ,5Qn, (¢ ) (T /W, U/w)>
=0

heD’

t
de plus (D ;g per,t,sQn,(#,5) (@1, @2) ) e est de la forme
~/

Z Hij MMy

J<i

yES]‘
ou certains ﬁ; y sont des 4 s tandis que les autres sont nuls (en particulier
ceux pour j > 2). Par conséquent, avec ce choix des fi;, et ﬁ;-y, les deux
quantités a majorer dans la contrainte C; peuvent s’écrire

t
log | D 04.6(@n ) (7/0,1/) = Qn )1, 02))
/=0

avec 0 < 51,89 < M et 0 <t <Ty+1i— 1. Par ailleurs,
i—1
167 — af] <161 — x| D (62 F o *
k=0
<[ —ar] > lle]F 2 < 10— af - 16112,
k=0
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ce qui permet d’obtenir
0165 — alad| < (021161 — ai| + |on]'|65 — )

< 2'(|0)" 16 - all + 2" (9] )16 — ol

< 2P219)1P2 10 - o

< (311716 - all
Ainsi, écrivant Qp, (7 5) = > cz-,inYj, on obtient

|Qn, (1,501, 02) — Qv (1, 02)] < B[O 7218 — | D el
(2]

L’estimation de la longueur de (), (1,5) donnée dans la proposition 3 permet
de majorer log ) |¢; j| par

(3 4+ 1og(32¢1) + 1og || Plloo) (D1 + T + Do log(TM)),
ce qui laisse
log [Qp,(1,5) (01, 02) — Qp v s) (a1, 22)| < c13(D1 + T + Dalog(T'M)) — U,

avec c13 = 3 + log(32c1) + log(6(|0]|?) + log ||P||co- Les quantités de la con-
trainte Cﬁ sont donc majorées par (proposition 4)

t

log ( Z |t 1 yeclg(D1+T+D2 log(TM))fU>
=0

< c7(T + (D1 + D)M?) + c13(D1 + T + Dy log(TM)) — U
< (c7 + c13)(T + Dolog T + (Dy + Do) M?) — U.
Pour que la contrainte Cj; soit satisfaite, il suffit donc de prendre
U=U —c11(T + Dy log T + (D1 + Dy + Ty)M?)
avec c¢1] = max(cia2, ¢7 + €13).
Contrainte Cg. Notons Qp (15 = > ¢ ;XY pour h € D. Sivtoo on a
@n .0 (s 02)l0 < maxfesgloflall?,
ce qui laisse
[mis1ello < 1Qp, s llollell? ;

et si v| oo il vient

Do (D2 + 1)
2
Ainsi on obtient, par la proposition 3,

mit1ello < 1Qp, 1. lollall>.
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Dy(Dy + 1
h(mit1,2) < MQp(1,5) + D2h(a) + log %
Do(Dy + 1
< ¢4(D1 + T'log Dy + Do log(TM)) + Dah(a) + log %

<2,
ou @ = cg(Dy + T'log Dy + Dah(a) + Dalog(TM)) avec cg = ¢4 + 1.

Contrainte C,. L’équation fonctionnelle de la fonction o donne ({7, The-
orem 1, p. 241])

|0 (/3 + s1w1 + sowa)| = [els1mtsen)@/3Fswr/2bs2w2/2)) | 5(y /3)]

> e~ lsimtsanz|lw/3+s101 /2450022 lo(w/3),

ce qui laisse

w
‘7(§ + sjwy + 82w2> ‘

log

w M w
> <M+ ) (5 + 5 ol + k) + 1o ()
w w1l + |w w
> —(mi] + oy (1] 4 lerl w2l oy | (@
3 2 3
> —c14M?

avec c14 = (| + ) (11/3 + (] + lwal) 2) — log min(|o(w/3)],1). Afnsi,
puisque Aiy1,, = o(w/3 + s1wi + s9w9)2P1+P2 on trouve

—log |Nit1.2| < c14(2D1 + Do) M2,

Par ailleurs en utilisant 'estimation de la longueur de @ (; ) donnée par la
proposition 3, on trouve

108 | @ (t.5) (01, a2)| < log Y lei g - [l
< Dy log(2]8) +1log D |eil
< (34 log(64c1[|0]] - [[Plloc)) (D1 + T + D2 log(T'M))
< (3 + log(64c1[|€]] - [|Pllo)) (D1 + D2)M? + T + DologT).
On prend donc
0=co((D1+ D2)M?* +T + DylogT),
avec cg = max(3 + log(64c1]|0|| - [|Plloo), 2¢14)-

Rang de Mp. En utilisant un lemme de zéros dans les groupes algébri-
ques [10], on peut démontrer que [12]

rang Mp = CardD = L.
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Pour cela il suffit que les inégalités
T > 48D1, TM > 96D1D2
soient satisfaites, ce qui est le cas avec nos choix de parametres :

T = 28¢)(Ty + 1) > 28¢cpe1 Dy > 48Dy,
Dy—1
coC1

TM > 280061D1M > 286001D1 > 27D1 (D2 — 1) > 96D1D2,

puisque cg,c1 > 1 et Dy > 4.
Condition C1. Rappelons que
a=[K:Q] <16d(a)d(g)-
On notera pour simplifier d = d(a) et h = h(a). On a alors
A < (16d(g)d + 2) log(2(Dq + 1)(D32 + 1)) + log(2Ty M?),
ce qui donne
2P +po+A) <A
avec
A = 4(8d(g)d + 1)log(2(Dy + 1)(D3 + 1)) + 2log(2THM?)
+ 2¢9(Dy + Do) M? + 2¢o(T + Dy log T)
+ 32d(g)dcg(D1 + T'log Do + Dah + Do log(TM)).
Par ailleurs
—log E — Dw(2eR) > ToM? — ¢10(D1 + Do) M?* = ToM? — B,
avec B = c19(D1 + D2)M?. On va choisir ¢g tel que TyM? — B > A :
A+ B < (c10 + 2¢9)(D1 + Do) M? + 2¢9(T + Dy log T)
+32d(g)dcg(D1 + T'log Do + Dah + Do log(TM))
+64d(g)d(log2 + D1 + D3) + 2log 2 + 21log Ty + 4log M
< (c10 + 2¢9) (D1 + Do) M? + 2¢o(T + Dy logT)
+32d(g)dcg(D1 + T'log Do + Dah + Do log(TM))
+64d(g)d(2log2 + D1 + Do + log(TM))
< (c10 + 2¢9) (D1 + Do) M? 4 2¢9(T + Dy logT)
+32d(g)d(cs + 2)(D1 + T'log Dy + Dah + Dalog(T'M)).

Prenons pour M et D les valeurs suivantes :

M = [co/dlog(1+d)], D= [20(2) m(h—k log(1 +d))].
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Ainsi

1 1
ToM? > ¢} (h +log(1 + d))chdlog(l +d) > ~ct,

_d
log(1 + d) 4

avec
t = d*?\/log(1 + d)(h + log(1 + d))

= d3%\/log(1 + d) h + d*/*(log(1 + d))*/>.

Des inégalités

M < co\/dlog(l+d), T< 2100103

d
m(h + log(1 + d)),

d
Dy <23/ ——(h+1log(l+d Dy < 4e1cgv/dlog(1 + d),
1= 26 IOg(]. +d)( + Og( + ))7 2 X 4C1C Og( + )

on déduit facilement
10

log 2

DiM? < 2¢it,  DyM? < 4cicdt, T < crcdt,

log(clcg) 2,
DologT < deycd( 113+ —=——9 )¢,  dD; < t
2logT < 0100( 3+ log 2 ; N
10, .3 IOg(Clcg) 2
dT IOg D2 S 2 C1Cy 3 + W t, thQ S 401COt,

1 3
dDylog T < 4y (113 + 28l
log2

1
dDslog M < dey2 1+ 2290,
log 2

et en imposant

(3) co > 30000,
il s’ensuit que
B
Cco % < 4(610 + 209)(2 + 461)

+128(2 + c5)d(g)(4 - 107 + 1.2¢; + 0.05¢1 log 1)
+ 8¢9(0.05¢1 + 6.5 - 107 %¢1 log ¢1) = ¢f.

Donnons donc a c¢q la valeur

132
cop = max (300007 06, 44cq + —)>7

max(|w, |wol

263
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de sorte que l'on ait A+ B < ToM? et que les conditions (1)—(3) soient
remplies. On a alors

L
L—CardS;’
Puisque le rang de Mp est maximal, le théoreme de P. Philippon (§1.4,
théoreme 1) nous apprend que la condition C; n’est pas satisfaite. On doit
donc avoir

U< (ad+ o0+ A)

—log E — Dw(2eR) > (a® + 0+ A)

L
L — Card 57

et puisque U = U — ¢11(T + DylogT + (D; + Dy + Tp)M?2), on obtient
finalement

<A< A+B<TyM? <26t,

U < At,
avec
210¢, 3 log(cic?
A=2c+ 011< 10g120 + 4e1cd <% + 11.3) +2¢3(1 + 2¢1) + 203),

ce qui termine la preuve du théoreme A.

3. Démonstration de la proposition 3

3.1. Valeurs absolues de y_1. Pour z + y + z = 0 la relation (due &
Frobenius et Stickelberger [5])

(@) +C(y) +¢(2))* +¢(2) + ¢ () +¢'(2) = 0
se démontre en constatant que, I'une des variables x ou y étant fixée, ’'on a
affaire a une fonction elliptique sans poles en ’autre variable y ou x.
Prenons x = y = w/3 pour obtenir, grace aux propriétés élémentaires de
¢ et p (quasi-périodicité, parité, ...)
2 2
721 = ((w/3) = n/3)* = gp(w/3),
ce qui nous permet d’écrire
el < P2 { Y3 siold
1 sinon.

Profitons-en pour donner une estimation qui nous sera utile au para-
graphe suivant : la parité, la périodicité et la formule de duplication de la
fonction p entralnent

"(w 2
olf3) = p(20/3) = 2000/ + 1 (S )

ce qui laisse (et on peut montrer que le signe est en fait négatif)

B (o(5)”
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et par suite

/! .
(*) 1 & (W/3> < ||P||11}/2 . { \/g S1 U|OO,
2 ©(w/3)], 1  sinon.
3.2. Valeurs absolues des ~;, i > 1. Rappelons que pour ¢ > 0,
J+k+D!iiortoigk

J+2k+3l=i

p”(w/3)>j ks !
X | ———== | pw/3)"p (w/3),

(Zsay) sl rs)

ou A\, = (—1)”% est le n-ieme coefficient du développement en série
entiere de (1 + 2)~/2. Ainsi

Z (_1)j+k+l 26 +k+ D) 3k

Yit1 = LU |
G+2k+31=i FENGG+ k+1)!

N

20/ (w/3) 3 3)".

g <2p%w/$ p(w/3)"p (w/3)

Si v{o0, il vient facilement avec I’estimation ()

‘ §/2+kH < i/2,

il < | PR < P

et pour v | oo,

3 2 + &k +D)]! g3l /2p|| G-+ 2k+20)/2

. <
[Vit1lo < FENG + k41!

j+2k+3l=i

Z 2(j + k+D)]! S 2H430)/2) |+ 26-+20) /2
RN +  + 1) g

j+2k+3l=i

3IP], Z/ZZ ) ,k,l, < GIPI, 1/224“

a=0 j+k+I= a

| A

ce qui laisse

i 1+1 .
isalo < [PI2- {30 si v oo,
1 sinon.

3.3. Hauteur et longueur des Qﬁ,(té). Posons a = 2i(a1s2 — azs1) et
définissons deux fonctions f et g par

o )

uZ

- E %’7,
i=1

0 )
u'
- Zgi 5 on 9= Yip(w/3) +vim19' (w/3),
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de sorte que
n n
C——z=v1+f(u) = +g(u).
w w

Rappelons que p(z2) = p(w/3) + ©'(w/3)u, d’olt
hi b
i 1 —i i
't =D o’ on pi= (i)p<w/3>’“ o (w/3)'.
=0

On a alors

i+j+k+I=ho

ce qui laisse

TR DI U R Pl (ORTOR
i+j+k+i=hso

HOIG)

Il est alors clair que g (1 5) = Qn,(t,5)(T/w; /W) O Qp (1,5 (X,Y) est un
polynéme de degré inférieur & ho, donc majoré par Dy :

Quits = O, CijX'VI,

1+j<D>

avec

. ho! 1 d

R v 2t 2@ gk b

i =4 Z R THTAITIT dut(f ge")
k-+l=ho—(i+j5) u=0

Des développements de f, g et o on déduit

fjgkphl _ (_1)]+k Z A1 - Gu - - - G )\1+...+>\j+y1+‘..+pk+l/7

. Oul
Al,...,AjZl )\1..')\‘7#1"'#]{5

M1y 21
0<v<hy

puis

N § i k ho! VAL -+ VN 91 - - G l
¢ij = (—1)a (1) oY1,
Z']'k'l' Al‘--)\‘ﬂl‘--ﬂk
k4l=ha—(i+7) J
ALyohy>1
H et 21
0<v<h;
A+ AN pr A=t

et
cij € Qi, p(w/3), p'(w/3)) C K.
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Posons a; ; = Mr(D2)c; ; ot
Mr(n) =PPCM{ky ... ky |0’ <n, ki e N k1 + ...+ ky <T}.
Supposons que v | 3. Les paragraphes 3.1, 3.2 précédents nous apprennent
que
ko < (VBIPI ) oule < IIPI

A1+ +N)/2
- g lo < PP F22 010 gl < (P2 |k,

ce qui permet d’obtenir

At AN pe) /24 kR /2
War 0y G+ G 97 o S BRI T

et finalement
|a; jlo < 3D2/2||P|L/2TPD2,

De méme si v13, 00 on trouve

Jaiglo < [IPIG/2HPHP2,

Enfin, supposons v | 0o, et estimons cette fois |cm’|v. On aura dans ce cas

il < 1PN loule < 221 1PIET,

g - gl < (B0 P/ 2) M

[9ur -+ Gulo < BOIIPIL/Z)4re (2| Pl )",
ha! D : D 1
—| <472 o < (2M 2 <1
Z']'k'l"v_ ’ ‘a ’v_< Cl) ’ AL A o ’

et le nombre de termes dans la somme donnant ¢; ; est majoré par la valeur
(D1 +1)(Dg + 1)TP2. On obtient donc

i jlo < (D1 + 1)(Da + 1)TP2(2Mey) P2472 (30| P /%) 2P+ P p| | D1 P2
< 2D1+D2TD2(16M61)D230T2D1 |’PHZ/2+D2+D1
< 4D1 (32M01)D2TD230T”'P”vT/2+D1+D2'

Cette estimation donne la majoration de la longueur de Q) ;) annoncée
par la proposition 3.
Remarquons que pour v oo,
1

s
1Lcii)lle = 1, R VN < —
1(L, ci)l ( MT(D2)> o | M7(D2)ly

ce qui nous permet d’écrire, via la formule du produit,

1 dv
H . < 3D2/2 7) T/2+D1+D27)
(@,t9) —HB< Pl M7 (Dy)].

11, @i j)llo,

1 v
T/2+Dy+Ds
<11 <”P”“ |MT<DQ>|U>

13,00
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x [T (4P (32Mey) P2 P2 307 ||| T/2H D1 D2 e

v|oo
< H(P)T/2HPrD2 0y (Do) U (4P1(324/3 My ) P21 P2307T) K,
Par conséquent, avec d(K) = [K : Q], et en supposant M, Dy > e, on a
log H(Qp,(1,5) < (d(K)log30+ Llog H(P))T
+ (d(K)log4 + log H(P))D1
+ (d(K)(1 +log 1 + log(32v/3)) + log H(P)) Dy log M
+ d(K)Dylog T + d(K) log M7 (D2),
ce qui laisse, par la proposition 1,
MQp 1) < ca(T + D1 4 T'log Dy + Dalog(TM)),
ol ¢qg =6+ logcy + h(P).

4. Démonstrations du théoréme B

4.1. Lemme de transfert. Pour passer du théoréeme A au théoreme B, on
utilise un lemme de transfert. Il s’agit ici d’une version légerement modifiée
du théoréme 4 de [13] :

THEOREME 3 (lemme de transfert). Soit x € Po(C). Si une forme P de
Z[Xo, X1, Xo] satisfait

o <II|£H(§L|>> < —b"(log L(P) + d(P) log(1 + bd(P)))d(P)*

avec b > 223 alors il existe a € Po(Q) tel que P(a) = 0, d(a) < (bd(P))? et
log Dist(z, o) < —27'%b(h(a) + log(1 + d(a)))d(e)*”.
Preuve. La preuve est exactement la méme que celle du théoreme 4 de
[13] : on prend H = [b?d(P) log(1+bd(P))] au lieu de H = [b?d(P) log(bd(P))],
il en résulte que log d(a) est remplacé par log(1 + d(a)).

L’inégalité d(a) < (bd(P))? est prouvée dans [13] lors de la démonstra-
tion du théoreme 4.

4.2. La mesure d’indépendance algébrique. Soit P un polynéme non cons-
tant a coefficients entiers relatifs, et supposons que

o s ()

< —B'(log L(P) + d(P) log(1 + Bd(P)\/log(1 + Bd(P))))
x d(P)?(log(1 + Bd(P)))?,
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ou B est une constante qu’il reste a déterminer. Posons alors

b= E\/log(l + Bd(P)),
de sorte que 'on ait

log <%> < —b*(log L(P) + d(P)log(1 + bd(P)))d(P)>.

Quitte a prendre B assez grand, on peut supposer que b > 223 (la valeur que

I’on va trouver pour B satisfait bien cette hypothese), et ainsi appliquer le
lemme de transfert : il existe a € P2(Q) tel que d(a) < (bd(P))? et

—log Dist(6, ) > 27 '%b(h(a) + log(1 + d()))d(a)*/>.
Or d(a) < B2d(P)?log(1 + Bd(P)) et par conséquent
1+d(a) < (1+ Bd(P))*log(1 + Bd(P)),

puis
log(1 + d()) < 3log(1 + Bd(P)),
et donc B
b> E\/log(l +d(a))
=73 a)),
laissant ainsi
9-163

—log Dist(0, a) >

7 (h(a) + log(1 + d(a)))d(e)*?\/log(1 + d(a)).

On prend donc
B=2'%34

et on obtient une contradiction avec le théoreme A.
Cela signifie que nécessairement (x) est fausse. On en déduit alors aisé-
ment que

log | P(0)|
> —B*(log L(P) + 3d(P)log(1 + Bd(P)))d(P)?*(log(1 + Bd(P)))?
> —B*(log H(P) + Td(P)log(1 + Bd(P)))d(P)*(log(1 + Bd(P)))?,
et puisque

log B
log 2

log(1 + Bd(P)) < log B + log(1 + d(P)) < < + 1) log(1 4 d(P))

on trouve finalement

log| P(8)| > —B(log H + d(P)log(1 + d(P)))d(P)*(log(1 + d(P)))?,
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avec

~, (log B 3
B:4B4< o8 +1> :
log 2
ce qui termine la preuve du théoreme B.

4.3. Tableau des constantes. Le tableau 1 est un récapitulatif des cons-
tantes intervenant dans le calcul de A et B.

Pour estimer les quantités |p(w/3)|, |¢'(w/3)| et h(P) intervenant dans
les constantes A1 (£2), ¢4, cg, 13, C14 €t cg, on utilisera le fait que p(w/3) est
racine du polynome

Xt =392 X? — 93X — %43,
et la relation
¢ (w/3)” = 4p(w/3)’ — g20(w/3) — gs.

La valeur de |o(w/3)| (constantes A;(£2) et c14) est déterminée par :

LEMME 2.
3 9 N 677w/2
ey
Preuve. La formule ([19, example 24, p. 459))
0(32’) o RV TRy,
) 3p(2)p'(2)" = 707(2)
conduit a
o(3z)

9(z) 3p(2)(4p(2)? — gap(2) — g3) — L (6p(2)% — %92)2

=3(p(2)" = 3920(2)* = g3p(2) — 7593)-

Appliquons cela & z = w/3 4 u :
e = 3(0(w/3) ~ (/3 — gaole/3) )
+ 3¢ (w/3)(4p(w/3)* — g2(w/3) — g3)u + o(u)
= 3¢/ (w/3)3u + o(u).
Par ailleurs, 1’équation fonctionnelle de o s’écrit ([7, Theorem 1, p. 241])
o(3u+ w) = +e"CuF/2) 5 (3y),
ce qui laisse (puisque 0/(0) =1 et o(0) = 0)
nw/2
UC;FEZ/-}?; j—uz)t) - ia?;e(w/?)) wtolu),

et donne le résultat voulu. (Remarquons qu’on retrouve le fait que p(w/3)
soit une racine du polynéme X4 — %gng — g3 X — %g%.)
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5. Applications des théoremes A et B

5.1. Deux exemples intéressants. On calcule ici les constantes dans deux
cas intéressants. Par exemple, il est bien connu que pour la courbe elliptique
y? = 423 — 4z, un réseau associé est

Q= Zw +iZw, avec w; = I'(1/4)?/V/38r,
et que 'on a alors
wy =iwy, o =—in, M =m/w = 2m)%%/(1/4)%
On prend comme période w = wq, de sorte que n = n; et
g T _ Q@Yo w8 w  w
w  I(1/4)% w  I'(1/9* w2  Vol(2)
©(w/3) est ici racine du polynome X* — 2X2 — %, et puisque p(w/3),

o (w/3) € R (car Z[i] = Z[i]), cela laisse

p(w/3) =1/ 34_372\/? puis ' (w/3)% = g\/3 +2V/3.

De 1a on calcule que
1 si v13, 00,

1P|y = V27 si w3,

%\/3—1—2\/3 si v | oo,
h(P) = log (W 2\/3+2\/§> < 14.

De méme pour la courbe elliptique 32 = 423 — 4, un réseau associé est
Q2 = w7+ o Z, ot o = ¥™/3 et w; = I'(1/3)%/(7/16). On a alors
27 9
m= \/gwlv m=o0m,

puis que

laissant ainsi

9 _E_ 71.2\3/E 0 _ﬁ_ 7T3211/3 ‘
YTo T Tas® P o Bry3)e’

les calculs s’effectuent alors sans problémes.

On obtient de cette maniere, pour les deux cas particuliers considérés,
le tableau 2.

Ce tableau, ainsi que celui donné au §4.3, permet de calculer effective-
ment les constantes A et B; le résultat de ces calculs sont présentés dans le
tableau 3.
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5.2. Les mesures d’approximation simultanée. Nous démontrons ici la
mesure d’approximation simultanée de I'(1/4) et m, celle concernant I"(1/3)
se prouvant de la méme maniere. Nous utilisons donc les résultats du §5.1
relatifs & la courbe elliptique donnée par y? = 4x3 — 4z.

Posons 6, = I'(1/4) et 6, = m. Donnons nous & = (&1, d2) € Q% On
peut supposer sans perte de généralité que

161 — &1 | + |62 — do| <1,
ce qui permet d’écrire
O —1<|a|<O1+1 et Oy—1<|do|<b+]1.
Notant toujours 6; = 7/w et f3 = n/w, on a
= VBO;205% 0, = 80,402
On pose alors
\/goa_2~ 3/2 , 042—804_4&%, A =101 — 1| + |62 — s,
obtenant ensuite
A =B107205% — 7265 + 810,402 — 6y 462
< VB0 a1 106" + [ - %16, — @)
+8(167" — @y - |62 + |an| 163 — a3))
< <\/§2~’024|3/2 + 8|65 ~L) |01 — |
|61 = 1J°

01 —1[3
3 200 +1]\ ~
OCTRUTVRE N o 2T P
0y —12 2 |6, —1[*
5(101 — | + 02 — Gal).

LEMME 3.
|91 — 041| + |92 — a2|
9]

Dist (6, o) <

Preuve. 11 s’agit juste d’une application de linégalité de Cauchy-
Schwarz :
0100 — 21| + |01 — a1]? + |02 — an|?
16117 1l ’

Dist(6, a)* =

et

0102 — Oac1|* = | (01 — 1)an + a1 (ag — 02)
< (Joa* + Jaa[*) (161 — oa|* + 62 — aal?),
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ce qui laisse

. 9 |01—041|2+’92—042’2 <‘91—041‘+‘92—042’>2
Pistla)” = EE : ] |
Ainsi on a A > ||0|| Dist(8, «).

Placons nous dans le corps K = Q(a1,v/2asz). On voit facilement que
pour toute place v non archimédienne

ledlo < min(1, [a]o) =&l
tandis que si v est archimédienne
el < 8min(L, [éf,) |l
On trouve alors
log Hr (@)
h(a) = W
et par ailleurs il est clair que d(a) < 2d(a).
Le théoreme A donne alors, en notant d = d(a) et h = h(a),
log A > log ||0]| — A(log 8 4 6k + log(1 + 2d))2%/2d%/2/log(1 + 2d),

ce qui, joint a la majoration de A et aux valeurs trouvées au §5.1, donne le
résultat voulu.

<log8 + 2h(a) + 4h(ay) < log8 + 6h(a),

5.3. Les mesures d’indépendance algébrique. Nous démontrons ici la
mesure d’indépendance algébrique de 7 et I'(1/4) donnée par le théoreme
B’, celle concernant 7 et I'(1/3) se prouvant de la méme maniére.

Notons pour simplifier

’Y:F(l/4)7 01:7{/("}7 92:77/&1,
et remarquons que l'on a
yt=80,%01 et w=06360,".

Soit @ € Z[X,Y] un polynéme non constant de degré d et de hauteur H. Il
vient

Q(‘gl’ 92)

o3l
ol Q(X,Y) = Y¥Q(X2y 1,8y 3X*) € Z[X,Y] est un polynome de degré
4d et de hauteur H(Q) < 8¢H. On applique alors le théoreme B, ce qui
donne (en remarquant que |f2| < 1),

log |Q(m,7*Y)| > —B(dlog8 + log H + 4dlog(1 + 4d))16d>(log(1 + 4d))?

> —2160B(log H + dlog(1 + d))d?(log(1 + d))>.

On vient ainsi de donner une mesure d’indépendance algébrique de v et 7.

Pour passer a 7 et I'(1/4) on utilise le lemme suivant :

Q(m,v") = Q0365 ",80,°071) =
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LEMME 4. Soit A un anneau intégralement clos, de corps des fractions
K. On suppose K de caractéristique nulle. Soient P € AlY] un polyndme,
n € N* et notons € € K une racine primitive n-ieme de lunité. Alors il
existe Q € A[Y] tel que
n—1
QY™ =[] P(Ey).
k=0
Preuve. Ecrivons (dans K) P = A[[(Y — a), et définissons Q =
APTI(Y — ™). Les coefficients de @ sont alors (au facteur A" et au signe
pres) les fonctions symétriques élémentaires en les o™ ; par conséquent ces
coefficients sont dans K et sont entiers sur A. On en déduit que @ € A[X].
Par ailleurs il est clair que @ satisfait 1’égalité souhaitée.

Soit & présent P € Z[X,Y]| un polynome de degré d et de hauteur H.
Par le lemme précédent (Z[X] étant intégralement clos),
Q(X, YY) = P(X,Y)P(X,-Y)P(X,iY)P(X,—iY)
définit un polynome @ € Z[X,Y] de degré 4d. De plus, en notant M la
mesure de Mahler et en utilisant ses propriétés classiques, on a
H(Q) < L(Q) < 2"'M(Q) = 2"'M(Q(X,Y")) < 2"((d + 1)H)".
En outre A
Q(m,7*)|
|P(m, =y)| - [P(m,iv)| - [P(m, —iv)|’

|P(m, )| =

et par ailleurs

(d+1)(d+2)
2

d

|P(7T, ii7)|’ ’P(Tr’ _7)‘ < Hmax(ﬂ-a’% 1) ;

on applique alors le résultat précédent :
log |P(m,7)| > —2160B(4dlog 2 + 4log(1 + d) + 4log H
+ 4dlog(1 + 4d))16d?(log(1 + 4d))?
—6log(1l + d) — 3log H — 3dlog max(m,~, 1)
> —103%(log H + dlog(1 + d))d*(log(1 + d))?
grace a la valeur de B donnée au §5.1.

5.4. Les mesures d’irrationalité. Démontrons a présent le corollaire.
Pour cela nous noterons

I'=r(1/4) ou I'=1I(1/3).
Nous utiliserons les deux résultats suivant :
PROPOSITION 5. Soient 6 € C, D € N et u € R satisfaisant
D >4 et p>max(600,0),D).
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Alors il existe un polynéme non nul Q) € Z[X|, puissance d’un polynéme
wrréductible, tel que

deg(Q) < D, logM(Q) <p, Q) <e w4,
Preuve. Voir [18]; il s’agit d’une version explicite de la proposition 3.9
de [16].

PROPOSITION 6. Soit P un polynéme non constant de Z[X], a racines
simples et de degré d > 1. Soit 0 € C tel que |P(0)| < 1. Alors pour tout
entier s > 1, il existe une racine v de P telle que

’0 _ ’}/|S(S+1)/2 < |P(9)|52d8dd/2M(P)d.
Preuve. C’est le lemme 3 de [4].

On va appliquer ces résultats a # = 7. On prend (pour linstant) D >
600 et 4 > D. D’apres la proposition 5 il existe un polynéme irréductible
P € Z[X] et un entier T tel que 1 < T < D satisfaisant

d=deg(P) < D/T, M(P)<eMT,  |P(0)] < e (PW/EST),

Remarquons que puisque |P(#)] < 1, le polynéme P n’est pas constant. La
proposition 6, appliquée avec s = 49, nous assure alors de l'existence de
v € Q racine de P satisfaisant

’0 _ ,y|25~49 < 249ddd/2M(P)d|P(9)|49.
Ainsi il existe ¥ € Q et un entier 7' (1 < T < D) tels que d = d(y) < D/T,

M(y) < etT et
w0 |D AT D
-l < (20 7)o mter,

Soit alors p/q un rationnel tel que ¢ > 2 (si ¢ = 1, le résultat est trivial).
On peut supposer sans perte de généralité que |I" — p/q| < 1, ce qui nous
donne h(p/q) < 10logg.

On pose a = (p/q,7) € Q% et on a

h(a) < h(p/q) +h(y) et d(a)=d(v).

On prend de plus

_ hw/a)
log 2

)

de sorte que p > D (si max(|p|, |g|) = 1, le résultat est trivial).
Rappelons que
_ log M(v)

"= "4

Le théoréme A’ laisse alors
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log (‘F— g‘ + ]77—7\)

> A <h (g) + h(y) + log(1 + d))d3/2 log(1 + d)

> A (dh<§> +log M(7) + dlog(1 + d)) dlog(1 + d)

D (p w D D D D
> A =h( L L — — —
-t ((2) ¢+ Fre (14 7))y 7 (147)

> A

ou l'on a posé

A= A’((l +log 2)% + Dlog(1 + D)> Dlog(l + D),

Y

et

A =10 sir=r(1/4), A =10%% sil =1(1/3).
On va imposer

|m—v] < ie74, desorte qualors |I'—p/q| > 1e™ A

Or par construction

log |7 — 7] < 2 log 2 + — 2 1og 2. Dy
og|m — ——1lo ——log — — ——————
SIM=I= o5 82 T 50407 8T ~ 25.48 . 49T
I log 2 D
<_D D log D.
=" Posas a0 T 25 © 5049 08

Ainsi pour avoir log |7 — | < —log2 — A, il suffit d’avoir

log(1+ D)\ p
D T
log2 log2 logD
- 25 + D +49-5O

1
. A(1+1log2
(25-48-49 (1+1og2)

+ A'VD(log(1 + D))/,
Pour cela, on prend
D=10" sil'=r(1/4), D=10"7" s I =1I(1/3);
et cette condition s’écrit alors
/T >107 si=1(1/4), p/T>10"" sil =1I(1/3).

Avec ces valeurs de D on obtient

log2 + A < 10M21(p/q) + 103 < 103 1og(ge) i I' = I'(1/4),

log2 + A < 10Yh(p/q) + 1011 <101 log(ge) si I' = I'(1/3).
Puisque /T > h(p/q), on a bien démontré le corollaire.
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Tableau 1

Proposition 2

A(92) 0.973 + £ log™ |j| — 5 log |4
B(£2) 3(Im /w1l + 27/ Vol(£2))
A1(92) 2A(2) +2B(2)|w/3|” + log (lo(w/3)| + mzrmr)
Ag(02) A(£2) +log(1 + |n/w]) +2B(£2)
a($2) max(A1(£2), A2(£2))
b(12) 2B(2)+ 4
c1 |a1] + |az|
Proposition 3
c4 6 +loger + A(P)
Proposition 4
c5 2(A(2) + B(Q)(jl/3 + |wi] + |w2| +1)?)
2 24
06 log (71575 ™o (prammiaersar 1)
c7 max(cs, cg + log 2)
Contrainte Cg
€10 2(a(82) + 4b(02)e? (2 max(jw1 ], |Jwa|) (1 + ¢1/3) + 1)?)
Contrainte Cﬁ
1 + 133 max(|wi|,|wa|) ,
€12 08 ( minw'en\{o}(1’|w |))
c13 3+ log(192¢1 |01 |Plc)
c11 max(ci2,c7 + c13)
Contrainte Cg
cs cqg+1
Contrainte C,
€14 (|771|+|772D(‘?;_‘+|w1|;r$) +10g+ \a(u}/3)|
co max(3 + log(64cy [|0]| - [|P[|oc), 2c14
Condition Cy
ch 128(2 + ¢5)d(g)(4 - 1072 + 1.2¢1 + 0.05¢1 log c1)

+ 4(c10 + 2¢9)(2 4 4c1) + 8¢9(0.05¢; + 6.5 - 10" %¢1 log ey )

€0

max (30000, cfy, 44c1 + 132/max(|w1|, |w2)))
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Tableau 1 (suite)

Théoreme A
A 208 +c11 (2112;1268 + 40103(% + 11.3) + 206(1 +2c1) + 20(5))
Théoreme B
E 2163\/314
B 4B*(log B/log2 + 1)*
Tableau 2
y2=4w3—4a: y2:4m3—4
g2 4 0
g3 0 4
A 64 —432
j 1728 0
w1 I(1/4)%/v/87 ~ 2.622 I(1/3)3/(n/16) ~ 2.428
w9 W1 ow1
m 7w = (2m)3/2/0(1/4)% ~ 1.198 | 273722 /(\/3I(1/3)%) ~ 1.493
72 —in o°m
Vol(£2) lwi|? ~ 6.875 Y3 |w1|? ~ 5.108
w w1 w1
n m m
0 =7/w (2m)3/2/r(1/4)® ~ 1.198 ©2/16/1'(1/3)% ~ 1.293
02 =n/w 872 /I'(1/4)* ~ 0.456 7321/3 /(\/3(1/3)%) ~ 0.615
1ol ~ 1.626 ~ 1.746
al 1 1
a2 0 0
lo(w/3)] /9 +6v3 ~ 1.467 V4~ 1.587
|0 (w/3)] 84/3+2v3 ~2.603 2V/3 & 3.464
[Pl oo ~ 2.603 ~ 3.464
lo(w/3)| ~ 0.865 ~ 0.808
h(P) log(¥/274/ 81/3 + 2V/3) ~ 1.368 log(2v/3) ~ 1.242
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Tableau 3

‘y2:4w3—4x y? =42® —4

Proposition 2

A(R) ~ 1.558 ~ 0.467
B(R) ~ 0.685 ~ 0.922
A1(92) ~ 5.194 ~ 3.280
Aa(92) ~ 3.305 ~ 2.791
a(R2) ~ 5.194 ~ 3.280
b(£2) ~ 1.870 ~ 2.345
c1 1 1
Proposition 3
ca ~ 7.368 ~ 7.242
Proposition 4
cs ~ 725 ~ 82.94
cg ~ 3.318 ~ 3.262
lord ~ 72.5 ~ 82.94
Contrainte Cg
c10 ~ 7074 ~ 7755
Contrainte Cva
c12 ~ 5.854 ~ b5.777
c13 ~ 10.18 =~ 10.61
c11 =~ 82.76 ~ 93.55
Contrainte Cg
cs ~ 8.368 ~ 8.242
Contrainte C,
cl4 ~ 8.522 ~ 9.886
c9 ~ 17.04 ~ 19.77
Condition Cq
ch ~ 172200 ~ 188700
co ~ 172200 ~ 188700
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[11]
[12]
[13]
[14]
[15]
[16]
[17]

18]

S. Bruiltet

Tableau 3 (suite)

Théoréeme A

A z0.254-1029‘ 0.452 - 1029

Théoreme B

B| ~0.514-10" | ~0.916- 1078
B | ~0.485-10%19 | ~ 0.493 - 10320
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