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1. Introduction. Soit C une courbe lisse projective de genre g > 2.
Une telle courbe possede un ensemble de points canoniques : ses points de
Weierstrass. D’autre part, apres avoir choisi un de ces points, on dispose d’un
plongement de C dans sa jacobienne J, et la structure du groupe W = We
engendré par les points de Weierstrass dans la jacobienne ne dépend pas du
point de Weierstrass choisi; ce groupe est donc un invariant géométrique
de la courbe digne d’intérét. Le cas le plus simple est celui d’'une courbe
hyperelliptique ol I'on voit assez facilement que W = (Z/27)% = J[2]
(voir, par exemple [Mum, chapitre 3.2, pp. 28-39)).

Pour les courbes de genre 3 non hyperelliptiques, c’est-a-dire les quar-
tiques planes, quelques cas particuliers ont été traités dans la littérature. Il
s’agit de courbes possédant de nombreux automorphismes. En effet, pour
la quartique de Klein (d’équation X3Y + Y3Z + Z3X = 0), qui possede
168 automorphismes, W = (Z/27Z) x (Z/7Z)* ([Pra]). Pour la courbe de
Fermat (d’équation X* + Y* = Z4), qui posséde 96 automorphismes, W =
(Z,/AZ)> x (Z,/2Z) ([Roh]). Pour la courbe d’équation Y3Z+2Z% = X4 qui en
possede 48, W = (Z/47)? x (Z/3Z)® ([KS]). Nous nous proposons d’analyser
le groupe W pour des familles et en particulier de montrer :

THEOREME 1.1. Soit Cs la courbe projective lisse birationnelle a la
courbe affine y> = x(x — 1)(2% — 282 + B) ou B & {0,1}. Pour tout corps
de nombres K, il existe un ensemble fini Sk tel que si § € K \ Sk alors
We, = ZA x (ZJ3Z)°. Par exemple, 3 = 784/6859 n’appartient jamais a Sk .

REMARQUE. Le résultat que nous obtenons est en fait plus fort : nous
obtenons un isomorphisme entre We, et Z* x (Z/3Z)° pour tout § en dehors
d’un ensemble de hauteur bornée.

Remarquons que le groupe d’automorphismes de cette famille est Z/37Z
et que le théoreme fournit, & notre connaissance, le premier exemple de
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calcul explicite avec W infini. En utilisant des arguments de spécialisation
nous en tirerons :

COROLLAIRE 1.2. Soit une famille de courbes lisses joignant une courbe
hyperelliptique a une courbe Cg pour laquelle We, = 74 x (Z./37)5. Soit We,
le groupe engendré par les points de Weierstrass de la fibre générique, on a
alors We, = Z" avec 9 <r < 23.

Afin de démontrer le théoreme 1.1, nous allons exhiber 9 points de Weier-
strass Py, ..., Py avec Ps, ..., Py d’ordre 3 tel que si 'on note ¥(my, ..., mg)
=m1P; + ...+ mgoPy, on obtient le diagramme commutatif suivant :

74 x (2/32)° 2= W,

N

Wi

ou W, est le groupe engendré par les points de Weierstrass de la courbe
générique, Wy celui engendré par ceux de la courbe spéciale et u la spécia-
lisation. Puis, nous allons montrer que :

(i) p est surjective (argument de spécialisation (proposition 2.3)).
i) 15 et sont surjectives (proposition 4.1).
n J
(iii) 15 est un isomorphisme pour un s particulier (proposition 6.1).

Cela nous permettra de conclure que v, est un isomorphisme, qui ne
dépend pas de la spécialisation. Puis, comme g est un isomorphisme pour
presque toute spécialisation en s (cela découle du théoreme 7.1), cela nous
permettra de conclure.

CONVENTIONS. Tous les corps que nous considérons sont de caractéris-
tique 0. Pour une courbe définie sur un corps k, nous étudions les points
géométriques de cette courbe (i.e. les points k-rationnels). Lorsque nous nous
intéressons & des points définis sur un sous-corps de k, nous préciserons si
nécessaire leur corps de définition.

Je tiens a remercier mon directeur de these, Marc Hindry, pour toutes
les précieuses discussions que nous avons eues, tout au long de I’élaboration
de cet article.

2. Points de Weierstrass. Nous rappelons la définition et quelques
propriétés bien connues des points de Weierstrass (voir, par exemple,
[ACGH], [Mur| ou [HS]).

Soit C une courbe lisse projective de genre g > 2 définie sur un corps k et
soit P un point quelconque de C. Notons ¢(D) — 1 la dimension du systéme
linéaire associé a un diviseur D de C.

DEFINITION. On définit G(P) = {n € N\ {0} | £(nP) = {((n — 1)P)}.
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DEFINITION. Si G(P) # {1,...,g}, on dit que P est un point de Weier-
strass.

Le théoréeme de Riemann—Roch permet de démontrer facilement que :
PROPOSITION 2.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

e P est un point de Weierstrass.
e [l existe une forme différentielle qui s’annule a l’ordre au moins g en P.
e ((gP) > 2.

DEFINITION. On définit le poids d’un point de Weierstrass par

wP)= (Y n)—glg+1)/2

neG(P)
PROPOSITION 2.2. On a :

e w(P) > 0 pour tout P.

o w(P)>1 siet seulement si P est un point de Weierstrass.

o > w(P)=(g—1glg+1).

REMARQUE. En général, pour un point de Weierstrass, w(P) = 1.

Pour un diviseur D, on note [D] sa classe dans Pic’(C). Choisissons un
point de Weierstrass, qui sera noté co. On note J la jacobienne que l'on
identifiera & Pic’(C) et on définit le plongement jacobien suivant :

j:C—J, P+~ [P— ]

que l'on étend par linéarité aux diviseurs Div(C).

Nous nous intéressons alors a la structure du groupe W engendré par
les images par j des points de Weierstrass dans la jacobienne de C. Cette
structure est indépendante du point de Weierstrass choisi comme base du
plongement.

Pour une courbe hyperelliptique, les points de Weierstrass sont les points
de ramification. Pour une quartique lisse, les points de Weierstrass sont ses
points d’inflexion, c’est-a-dire les points ou la multiplicité d’intersection de
la courbe avec leur tangente excede 3. Nous appellerons points d’hyper-
inflexion les points de Weierstrass ayant 4 comme multiplicité d’intersection
avec leur tangente.

Une courbe de genre 3 possede 24 points de Weierstrass comptés avec
multiplicité correspondant a leur poids, une courbe générale en possede exac-
tement 24. On a donc rang; W < 23. Si on choisit oo parmi les points
d’hyper-inflexion, 400 est un diviseur canonique, et comme div()_ w(P)P)
est linéairement équivalent & un multiple du diviseur canonique, on a une
premiere relation entre les points de Weierstrass, a savoir y_ w(P)j(P) = 0.
Et donc, lorsqu’il existe un point d’hyper-inflexion, on a rang, W < 21.
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Nous pouvons nous demander quelles sont les propriétés de rationalité
de W. Rappelons que la courbe C est définie sur k. Le groupe W est défini
sur k. En effet, ’ensemble W des points de Weierstrass est stable sous
I'action de G = Gal(k/k) et le groupe W est engendré par les [P — oc] pour
P € W. Ainsi pour s € G le groupe s(WW) est engendré par les [s(P) — s(o0)]
pour P € W donc par les [P — s(00)] pour P € W; c’est donc W. Qu’en
est-il des points de W 7 Ils sont certainement définis sur le corps de définition
des points de Weierstrass, mais sont-ils définis sur un corps intermédiaire
K 7 Lorsqu’il existe des points K-rationnels, il est aisé de répondre par la
négative. Considérons donc un corps intermediaire K (contenant k) tel qu’il
existe au moins un point de Weierstrass non-défini sur K et tel que C(K)
soit non-vide ; nous allons montrer qu’il existe des points de W non-définis
sur K. En effet, on peut étre dans I'une des deux situations suivantes : soit oo
est K-rationnel, auquel cas I'image d’un point de Weierstrass non-rationnel
sur K n’est pas dans J(K) (sinon, la courbe serait de genre 0), soit 0o n’est
pas K-rationnel, auquel cas considérons le plongement j' ayant comme base
un point Py rationnel sur K et 14 encore j(P) = j'(P) — j'(c0) n’est pas
dans J(K) d’apres le lemme 6.3.

Des résultats classiques ([LT] dans le cas algébrique, [Hub| dans le cas
analytique) indiquent que si X — S est une famille de courbes, le diviseur
des points de Weierstrass Y w(P)P de chaque fibre forme un diviseur de
Cartier effectif relatif sur X/S; par ailleurs, la spécialisation est injective
sur les points de torsion (voir, par exemple [Mil, corollary 20.8, p. 148] ou
[HS, theorem C.1.4, p. 263]).

Nous en déduisons la proposition suivante que nous utiliserons par la
suite :

PROPOSITION 2.3. Soit X — S une famille de courbes lisses de genre g.

(a) Le groupe engendré par les points de Weierstrass d’une fibre spéciale
X est un quotient de celui engendré par les points de Weierstrass de la fibre
générique X,,.

(b) De plus, le passage au quotient est injectif sur la partie de torsion.

3. Calcul des points de Weierstrass. Considérons, pour 3 ¢ {0,1},
la courbe lisse Cg d’équation affine
v =x(x —1)(2* — 28z + B).
Notons f(z) le terme de droite. La courbe projective ZY3 = Z*f(Y/Z)
admet un unique point a 'infini, noté P, de coordonnées (0 : 1 :0), qui est
lisse, et que I'on prend comme base du plongement dans la jacobienne.
Les points d’inflexion de cette courbe sont définis par ’annulation du

hessien H, que nous allons calculer. L’équation de la courbe en coordonnées
homogenes étant Y37 = X (X — Z)(X? — 28X Z + 32?), il vient
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H(X,Y,Z)=54YG(X,Y, Z)

on G(X,Y,Z) = (2X2+ (=28 - 1)ZX + BZ%)Y3 + (48 — 1 — 45%) ZX* +
(=48 +86%) 22 X3 + (=832 +2B)Z3 X2 + 4274 X — Z532.

En repassant en coordonnées affines, et en remplacant y® par sa valeur
en fonction de z, on obtient

Go(x) = 225 + (=68 — 3)2® + 1562* — 10823 — 33(3 — 1)z + 38%¢ — 32
= (23:3 — 322 + ﬁ)(mB — 3822 + 3Bz — B).

On dispose donc de la description suivante des points d’inflexion : ce sont
d’une part, les zéros de f que 'on note Py, Py, P, P;,, le point a I'infini
P, et d’autre part, les points ayant pour abscisse les zéros du polynome
Go(x) = (22° — 32® 4 B)(2° — 362 + 38z — ).

Notons z1, x2,x3 les racines du premier facteur et x4, x5, x¢ celles du
second facteur.

Il y a, de maniere générale, 23 points de Weierstrass; seul le point a
I’infini a poids 2. Un calcul direct montre qu’il ne peut y avoir égalité entre
certains de ces points que pour 3 = 1/2.

On va montrer que les points de Weierstrass sont dans une configuration
particuliere, plus précisément, on montre que si une droite passe par trois de
ces points, son quatrieme point d’intersection avec la quartique est encore
un point de Weierstrass et que de telles droites existent. Cela nous donnera
un certain nombre de relations entre ces points; on montrera ensuite, par
un procédé de descente, que ce sont, en général, les seules.

3.1. Premier facteur du hessien. Nous avons noté x1, xs et x3 les racines
de (223 — 322 + 3) ; on a donc
Ty + xo + 23 = 3/2,
T1x9 + X123 + 223 = 0,

2x11913 = —[.

D’ot, en remplagant x3 par 3/2 —x1 — x5 dans la deuxieme équation, il vient
2x120 + 21:% —3x1 + 23:% —3x9 = 0.

C’est ’équation d’une conique passant par (0,0), que l'on parametre par

w9 = txy. L’abscisse 1 est donc solution de 2(t? +¢+1)z3 —3(t + 1)1 =0
et il vient alors

3 t+41
rN=-+- —
YUt

3 t(t+1)
Ty = 5,

2 t24t+1

3 t
3

T2 24t
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et donc

g 27 (t+1)%#2
4 (24+t+1)*
L’équation de C devient alors

3 4_<2_7. (t+1)%2 +1> 5 81 (t+1)%2 5 27 (t+1)*?

2 (t2+t+1)3

et on obtient ainsi

y== Tt T @it

5 2T (t+1)P2t+1)°%(1—-1)°
17716 2+t +1)0 )
s 21 (t+ 1+ 2% - 1)
2716 2 +t+1)° ’
5 2T £(t+27°@2t+1)°
(BT16 T @2t 1)
Notons alors
Yy =——-277" 3 5 ;
4 (t2+t+1)
3 o3 (+DE+2)(t-1)
Y1 = — - 297 5 3 ;
4 (t2+t+1)
3 oy tE+2)(2t+1)
SE CEEERVE

Soit (3 une racine cubique de 'unité ; on note alors P; ; le point (z;, yi’lc?]:l)
ol j € {1,2,3}.

Ces points sont dans une configuration particuliere. Plus précisément,
nous avons le résultat suivant dont la démonstration est immédiate.

PROPOSITION 3.1. Pour tout triplet de points {P1 o, P20y, P304} 0U les
«a; sont deuz-d-deux distincts, il existe une droite D qui passe par ces trois
points et le quatrieme point d’intersection de D avec C est Py, ou Py,.

Il est naturel de s’intéresser au quatrieme point d’intersection de la tan-
gente en un de ces points de Weierstrass avec C. On va voir que les tangentes
aCen Py j, Pojet P3j se coupent en un point d’abscisse 1/2; en effet, un
calcul rapide montre que

LEMME 3.2. Le quatrieme point d’intersection de la tangente a la courbe
en Py j, Paj ou P3; avec C est le point Q1; = (1/2, —22/3C§_1/4).

3.2. Second facteur du hessien. Les points de Weierstrass restant sont
dans une configuration similaire; en effet, on va montrer que pour tout
triplet de points {Py oy, Ps s, Poas} OU les a; sont deux-a-deux distincts,
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il existe une droite D qui passe par ces trois points et le quatrieme point
d’intersection de D avec C appartient a {Fp, P }.
Nous avons noté x4, x5 et xg les racines de (22 — 3322+ 38z — 3); on a
donc
T4+ T5 + 26 = 30,
x4xs + T5T6 + xaT6 = 303,
T47576 = [3,
d’ou
Tyl — Ty — Ty
B T4 +a5—1
En remplacant dans la derniere équation, il vient

8= (:L'4+1‘5+.’E6) et xg=

23 + rax5 + 13 — 3x472 + 3xiad — 3vivs =0,

e. (3x3 —3x4+1)22 + (=33 +34)w5+ 23 = 0. C’est une équation du second
degré en x5. Le discriminant vaut —Sxi(m — 1)2 et donc

3+iV3 o L (34 iV3) (624 — 3 —iV/3)

T 6oy —3+iV3 12 323 — 3wy + 1 o
et alors
3—iV3 1 (3 —Z\/_)(6x4—3+z\/_) _
T ————————=T4 — —<° 4 — T5
64 — 3 —iV/3 12 322 — 3w4 + 1
et donc 3 = x3 /(323 — 3x4 + 1). Si 'on pose u = x4, on a donc
T4 = U,
B+iv3)u
6u—3+z\/_

B—iv3)u Z\/_)
Te =
6u — 3 — Z\/_
et alors 8 = u3/(3u® — 3u+1).
Posons
u(u—1)

YL (B2 —3u+ 1)1/3’
z\/_ 6u —3 — z\/_
3u? — 3 + 17
z\/_ 6u — 3+ z\/_
6  3u?—3u-+ 1Y
On note alors P; ; le point (a:i,yi,1C3 Youje{1,2,3}.
De méme que précédemment, on peut montrer que

Ys1 =

Ye,1 =

PROPOSITION 3.3. Pour tout triplet de points { Py oy, Ps a5, P60} 0U les
«; sont deuz-a-deux distincts, il existe une droite D qui passe par ces trois
points et le quatriéme point d’intersection de D avec C est Py ou Py.
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De la méme facon que précédemment, les tangentes a C en Py, Ps5; et
Fs,; se coupent en un point d’abscisse 3; en effet, nous obtenons par un
calcul immédiat :

LEMME 3.4. Le quatriéme point d’intersection de la tangente a la courbe
en Py, Psj ou Psj avec C est le point

o u?(u—1)° j—1
Q13 = <B’_(3u2 — 3u+1)4/3 >3 )

REMARQUE. Selon que l'on s’intéresse au premier ou au second terme
du hessien, la paramétrisation choisie differe. L’expression de # dans chaque
cas nous permet de trouver une relation entre les deux parametres, a savoir

3

t—1)(t+2)(2t+1)\2/3 "
s+ (CIEEED)

u =

REMARQUE. Soit K un corps de nombres. Les racines de P = 22 —

283z + 3 sont de la forme 3 & /32 — 3. Elles sont rationnelles sur K si on
af=rs/(rd—1) ot rg € K et alors les racines de P sont ro/(ro + 1) et
ro/(ro — 1). On peut exprimer 7 en fonction de ¢,

3iv3t+ 1)t
2t +1)(t+2)(t—1)"
)3/2

ro =

ou encore, en fonction de u, rg = (u T
4. Etude géométrique des points de Weierstrass. Soient P;, Ps,
P3, Py les quatre points d’intersection d’une droite D de P?(Q) avec C. On
a alors j(C.D) = [P, + P» + P3s + Py — 4P4]. Par la suite, on identifiera un
point de C avec son image par j et donc, si quatre points de C sont alignés,
on dira que leur somme est nulle et on notera cela P; + P, + P3 + P, = 0.
Si L est une forme linéaire, notons div(L) le diviseur de L. On a donc,
en considérant les droites projectives correspondant a une abscisse fixée :

o div(X) =3Py + Pw,

o div(X — Z) =3P, + Py,

o div(X —t17) = 3P, + Pw,

o div(X — t37) = 3P, + P,

e div(Y)=PFPy+ P+ P, + P,,,

o div(X —2;Z) =P 1+ P;o+ Pi3+ Px pour 1 <i <6,
o div(2X — Z) = Q11+ Q12 + Q1,3 + Px,

o div(X — 8Z) = Q41 + Qa2 + Q43+ P.

On en déduit donc que 3Py = 0, i.e. que Py est d’ordre 3; de la méme
facon, on trouve que P, P, et P, sont d’ordre 3.
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Si T;; est 'équation homogene de la tangente en P; j, on a div(7T;;) =
3P, ; + Qi et donc, comme Q;; = Qy j, on en tire div(T; ; /Ty ;) = 3P;; —
3Py ;.

On a donc les relations :

.3P0:3P1:3Pt1:3pt2:0,

e 3(Pj— Pj)=3(P1; — P3;) =0 pour 1 <j <3,
® 3(Pyj— Psj) =3(P1j— FPsj) =0pour1<j<3,
.PO+P1+Pt1+Pt2:0,

®P,1+Po+ P3=0pourl<i<é,

Q11 +Qi2+Q13=0,

® Qi1+ Qu2+Qu3=0,

P+ Pyji1+ P340+ P, =0pour1l<j<3,
e Pij+Psyjio+Psji1+ Py, =0pourl<j<3,
® Pyj+ P51+ FPsjio+ FPy=0pourl<j <3,

® Pyj+Psjio+ FPsjr1+ P =0pourl<j<3.

On en déduit que :

e P3=—P1— Fpour1<:<6,

o P, =—F—-P—-PF,,

e Po=P1—Pi1+Po+P, —P,=P1—Pi1+Pio+Py+ P +2P,
® P31 =2P 1 —FPo1+ P, —2P, =2P11 — Po1 + 2P, + 2Py,

e P3o=Po+P)— P31+ P, =P 1—-P1+Piao+ Py + P+ P

® Pso=PFPs1—Py1+ P2+ P — P,

® P51 =2Py1 — P51 + P+ P,

® Pso=Pio+Ps1— P51+ Pr=Py1— P51+ Pia— P

On voit donc que W est engendré par Py 1, P12, Py1, P12, Po, P1, Py,
P11 — Py1 et Py1— P51. Les cing derniers points sont d’ordre 3.
On a donc prouvé :

PROPOSITION 4.1. W est un quotient de Z* x (Z/37Z)>.

Plus précisément, nous avons obtenu une application Z*x(Z/37)5 vs Weg,
(m1,...,m4)(n1,...,n5) = miPr1 +maPro+m3Py1+myPyo+n1FPy
+no Py +ng Py +na(Pry— P) +ns(Pay — Psi)

qui est surjective.

Nous allons montrer qu’en général, il n’y a pas d’autres relations entre
ces points, et donc, que W = Z* x (Z/3Z)°. Notons W le sous-groupe de
W engendré par P11, P12, Py, P, P, et P11 — P1, et notons Wy celui
engendré par Py 1, Pya, Po, P1, Py, et P41 — Ps1. Ainsi W7 et Wy sont des
quotients de Z? x (Z/37)*.



314 M. Girard

5. Descente via 1’isogénie 1 — (. Pour calculer le rang et différencier
les points d’ordre 3 dans le groupe engendré par les points de Weierstrass,
on effectue une descente via l'isogénie 1 — ¢, ou ( est une racine cubique
de I'unité. Plus précisément, nous allons utiliser une version de la descente
explicitée dans un article de Schaefer ([Sch]) auquel nous renvoyons pour les
détails et les démonstrations.

Soit C' la courbe d’équation y® = f(z) et soit K un corps de nombres
contenant une racine cubique de 'unité ¢, tel que le polynéme f soit scindé.
Le résultat que nous allons utiliser peut étre décrit informellement ainsi :
soit a une racine de f(z) = x(x — 1)(2? — 28z + (3); l'application P —
2(P) — amod K*3 est a priori bien définie sauf si P € {0, Py, P1, Py, Piy },
ensemble que 1'on note (disons) S. Par linéarité, on peut l’étendre aux di-
viseurs a support hors de S. Elle est invariante par équivalence linéaire, et
comme tout diviseur est linéairement équivalent a un diviseur a support
disjoint de S, on obtient un homomorphisme J(K) — K*/K*3. Le noyau
du morphisme x — T de J(K) dans (K*/K*3)? est exactement ¢(J(K)),
ou ¢ = 1 — (. L’application x — T correspond au 4-uplet de fonctions
(r,x — 1,2 —t1,x — t2).

Nous aurons d’autre part besoin d’analyser la torsion d’ordre 3, et ce qui
nous servira est résumé dans le lemme 5.1.

Notons dim M la dimension d’un Z/3Z-espace vectoriel M. Comme K
est un corps de nombres qui contient une racine cubique de 'unité, et tel
que f soit scindé, on a dim J(K)[¢] = 3.

En effet, comme ¢? = —3(, et dim J[3] = 6, on a dim J[¢] = 3.

Afin de comparer les dimensions respectives de J(K)[3] et de J(K)[¢],
on va se servir du lemme suivant, dont la preuve est élémentaire :

LEMME 5.1. On a alors dim J(K)[¢]/¢(J(K)[3]) = 6 — dim(J(K)[3]).

En effet, J(K)[¢]/o(J(K)[3]) s’injecte dans J(K)/¢J(K) qui s’injecte a
son tour dans (K*/K*3)* et si J(K)[3] = (Z/37Z)", comme J[¢] C J(K)[3],
on a ¢(J(K)[3]) = (Z/3Z)"~? et donc J(K)[g]/¢(J(K)[3]) = (Z/3Z)°".

6. Descente explicite. Nous connaissons la structure de W pour g =
1/2. Pour connaitre la structure de W dans le cas général, nous allons la
déterminer dans un autre cas particulier, ce qui nous permettra, en utilisant
un argument de spécialisation, de conclure.

Soit K un corps de nombre contenant Q(v/—3). Notons

1++v-3
(=T

6.1. Spécialisation en 3 = 1/2. Lorsque [ vaut 1/2, la courbe admet
20 points de Weierstrass. En effet, pour t = 1 — /3, on a u = 1/2 et
donc les points d’abscisse x1 et ceux d’abscisse x4 coincident. Ce sont en
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outre les quatriemes points d’intersection de la tangente en un point de
Weierstrass avec la courbe. On en déduit donc que les points Py ; et Py ; sont
d’ordre 4. De plus, apres le changement de variables (z,y) — (2z—1, 42/33/),
la courbe admet pour équation y® + 1 = z%, et on connait exactement le
groupe engendré par les points de Weierstrass de cette courbe ([KS]) : on a
We,,, = We, ,,(Q(Ci2)) = (Z/AZ)? x (Z./37)5. Nous remarquons de plus que
Py et Py engendrent (Z/47)%. En particulier, d’aprés la proposition 2.3,
pour toute courbe Cpg, le groupe engendré par Pi 1 et Pj2 est soit Zz, soit
Z x TJAZ, soit (Z/4Z)2.

6.2. Spécialisation en t = 7. Nous allons montrer dans cette partie
que pour certaines valeurs de 3, il n’existe pas d’autres relations entre les
générateurs de W que celles que nous avons déja obtenues dans la partie 4.
Plus précisément, lorsque By = 784/6859 (qui correspond & t = 7), nous
avons le résultat suivant :

PROPOSITION 6.1. Pour (y = 784/6859, le groupe engendré par les
points de Weierstrass est We, = Z* x (Z/3Z)°.

La courbe C a pour équation affine

1568 784

3 2

= —_— ]_ —_—— —_— .
y =el@—1) (x 6850 T 6859)

Soit K = Q(+v/—3). Pour que les points de Weierstrass Py ;, P, P3,; aient
des coordonnées K-rationnelles, on effectue le changement de coordonnées
(z,y) — (22,2y+/2) la courbe devient

3 4 16854 5 9408 , 6272

V=m0 ¥ T erse T eene © 9@
Les racines de g sont 0, 2, 2] = % — % —3 et 2ty = % % -3.

Par abus de notation, on note encore F; ; les points aprés changement
de coordonnées. Soit Pg un point d’abscisse 3 sur C (i.e. le quatrieme point
d’intersection de la tangente en un des points P, ;, Ps; ou FPs; avec la
courbe). On note encore Py son image apres changement de coordonnées. Le
point Pj est & coordonnées dans K (+/105). Le corps de définition de tous les
points de Weierstrass est K (4/105, /14), et on a u = 196/(196 4 3v/14702).
Il y a bonne réduction hors des places au dessus de 2, 3, 5, 7, 19.

Dans K, 2 est inerte, 3 se ramifie en ¢ (i.e. (3) = ¢2), 5 est inerte, 7
se décompose en ef et 19 se décompose en ab. Puis dans K (+/105), 2 se
décompose, ¢ se ramifie, 5 se ramifie, ¢ et { se ramifient, et a et b sont
inertes.

Notons a = (4++v/=3), b= (4—+v=3),c=+V-3,e = (2—+/-3) et
f=2+v-3).
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Considérons d’abord les images des points qui engendrent J[¢| par I’ap-
plication (zr — Tk : J(K) — K[T]/(g9(T)) :

r—0 x—2 x—2t;1 x— 2t

[(0,0) = P]  def 2 ef ef
[(2,0) — Px] 2 52 252 2.5¢2
[(2151, 0) — Px] ef 25c% 2.5c%f 2.5c%f

Les images des générateurs de J[¢] dans L*/L*3 sont liées. L’image a
dimension 2 en tant que Z/3Z-espace vectoriel. D’apres le corollaire 5.1,
dim(J(K)[3]) = 4.

Il nous faut déterminer les images des points dans K ({/105)* /K (+/105)*3

Considérons alors les images par I'application (z —T) K(¥io5) 7 (K (3/105))

— K (¥/105)[T]/(g(T)) des points engendrant Wy ainsi que celle de Pg.

z—0 xr— 2 T — 2t T — 2ty
[(0,0)— P def 2 of of
[(2,0) — Py] 2 5c2 2.5¢2 2.5¢2
[P11 — Px] a’b?  2.5a%b%c® 2.5¢26%¢? 2.5¢%a*C
[
[
[

Py1— Py a?bPef 2ca’b®  2cb*Cef 2ca’(Cef
Pi1— Py e2f? 5¢ 5ce? f2¢ 5See? f2(?
P — Py 4e?f?  2.5%¢ 5c2ef 5ctef

Ce tableau nous permet de voir que les images de [P} 1 — Px] et de [Py 2—
P,] sont indépendantes des images de la torsion. En effet, leurs coordonnées
font intervenir des puissances de 19, ce qui n’est le cas pour aucun des points
de torsion. Comme lorsqu’on spécialise en 3y = 1/2, ils deviennent des points
d’ordre 4, on en déduit que ces deux classes de diviseurs sont d’ordre infini.

En ce qui concerne les points d’ordre 3, ce tableau permet de voir que
Py 1— P, est Z/37Z-indépendant des points de J[¢]. De méme que précédem-
ment, nous avons, en appliquant le corollaire 5.1, dim(J(K (+/105))[3]) = 4,
et donc, nous avons le résultat suivant :

LEMME 6.2. Les points de torsion d’ordre 3 de J(K(+/105)) sont
dans W1.

D’autre part, comme ni Py 1, ni P51 n’est dans J(K(v/105)), leur diffé-
rence non plus n’est pas dans J(K (+/105)). En effet cela découle du lemme
suivant :
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LEMME 6.3. Soit C une courbe non-hyperelliptique définie sur k et soient
J(P) et j(Q) deux points distincts n’appartenant pas a J (k). Alors leur diffé-
rence n’est pas non plus dans J(k).

Démonstration. En effet, supposons que j(P)—j(Q) soit dans J(k). Soit
o € Gal(k/k) tel que °P # P. On a alors °(j(P) — j(Q)) = (4(P) — j(Q)),
et donc j(°P — P —°Q + Q) = 0. Remarquons que P # P par construction.
D’autre part, °P # °Q) puisque P # (@ par hypothése. On obtient ainsi un
diviseur principal non-nul sur C, i.e. div(g) = °P — P — °Q + Q. On a un
morphisme de degré < 2, g :C — P!, ce qui contredit le fait que C n’est pas
hyperelliptique. u

On a donc quatre éléments d’ordre 3 Z/3Z-indépendant & coordonnées
K-rationnelles, et un cinquieme point d’ordre 3, qui n’est pas défini sur K. Il
est donc Z/3Z-indépendant des quatre autres (en effet, ni lui, ni son opposé
n’étant a coordonnées K-rationnelles, aucun multiple de ce point n’est a
coordonnées K-rationnelles) et donc (Z/3Z)% C W.

REMARQUE. Remarquons que Wi est stable par 'action de 1 — (. En
effet, C(Pl,l — P271) = PLQ — P272 = P171 — P271 — Po — P1 + Ptl- Et c’est
immédiat pour les autres générateurs de Wj.

Considérons maintenant la partie infinie de . Nous allons montrer que
les seules relations entre les points Py et Pyo et les générateurs de Wy
sont celles que nous avions déja au paragraphe 4. Pour ce faire, nous allons
raisonner avec Pg1 = —3P,1 et Pgo = —3PF42 qui sont définis sur un corps
plus petit.

Montrons d’abord le lemme suivant :

LEMME 6.4. Aucun élément de la forme (3n1 +11)Pg1 + (3n2 +12) P32
avec 11 + 1o # 0 n'est dans Wj.

Démonstration. Supposons qu’il y ait un élément de la forme

(37”61 + Tl)Pﬁ,l + (3’02 + 7"2)Pﬁ72
avec 11 + ro # 0 dans Wj. Considérons I'image par (x — T)K( ¥105) de cet
élément ; elle est égale a ((x—T)K( ¥105) (P3))™ "2 et donc a l'image de £Pg.
Pour éviter de calculer explicitement une décomposition de 3, 5 et 7 dans
K (+/105), on raisonne selon deux cas :

Lorsque 3, 5, ou 7 ne sont pas congrus a une unité modulo les cubes dans
K(+¥/105), le tableau précédent nous permet de montrer directement qu'un
point de la forme (3n1 +11)Pg1 + (3n2 +12)Pg 2 (avec r1 +ra # 0) ne peut
étre dans Wi. En effet, si 'on considére (par exemple) la valuation en 7 des
images des points par (x —T) K(¥105)> Ol remarque que les images des points
engendrant Wi ont méme valuation pour leur premiere et leur troisieme
coordonnée, ce qui n’est pas le cas pour I'image de Pg. Dans le cas contraire,
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c’est-a-dire lorsque ef = w1 mod K (+/105)*3, 5 = ug mod K (3/105)*3 et
V=3 = ug mod K (3/105)*3 (ol les u; sont des unités), les images par z — T
de Pg et des points engendrant Wi deviennent dans K (+/105)* /K (v/105)*3 :

r—0 z—2 x-—2t1 x— 2

[(0, 0) - Poo] 4U1 2 (75} (5]
[(2,0) — Ps] 2 wgui 2ugul 2ugu’
[Pi1—P]  ud wgus ugusui( uguzui(?
[P3 — Py du?  2u3ug u1u2u§ u1u2u§

auquel cas ce tableau nous montre que pour que les images de ces points
soient liées, il faut nécessairement que u; soit égal & 1 (i.e. que 7 soit un cube
dans K (4/105)). Or ce n’est pas vrai dans K (+/105). En effet, si z € K était
un cube dans K (3/105), i.e. z = a®, on aurait N(z) = N(a)? = 2° et donc
N(a) = ¢°x = ¢%a®. Or cette équation n’a pas de solution a € K(~+/105)
pour x = 7.

Dans les deux cas, on conclut qu’aucun élément de la forme (3n1+471) P31
+ (3ng 4+ 1r2) P32 avec r1 + 12 # 0 n’est dans Wy. =

PROPOSITION 6.5. Il n’y a pas de point de la forme m1Py1 + moPy2
(avec mimso # 0) dans W1.

Démonstration. Supposons que 1’on ait 3k(m1P4,1 + maPy o) € Wy avec
mime # 0 et 31 pcgd(mq,m2).

ler cas : k = 0. En ajoutant a m1P,1 + maP,2 un certain nombre de
fois P31 et Pga, on ariPy1+roPya € J(K(3/105)) avec r; € {0,£1}.

eSirp=0ourp=0o0narmnrPy;¢€ J(K(¥/105)), ce qui est faux.

eSirp=rg=+xlona Py +Pia=—-P3€ J(K(+/105)), ce qui est
faux.

eSiri+rpo=00na Py — Pya € J(K(+/105)), ce qui est exclu par le
lemme 6.3.

2eme cas : k > 0. Cela revient a supposer que Bk_l(mng,l +moPg2) €
Wy C J(K), avec 3 1 pcgd(mi,mz2). En appliquant le lemme 6.6, on peut
supposer que m1FPg 1 +maPg2 € Wi. On peut écrire ce point de Wi sous la
forme (3ny +11)Pg1 + (3n2 + 1r2) P o € Wy avec r; € {0, £1}.

e Le cas r1 + ro # 0 n’est pas possible par le lemme 6.4.
e Siry+r9 =0, 'image par ¢ = 1 —( de cet élément est encore dans W1
et vaut 3(711 + ng)PﬁJ + 3(2n2 —n1+ T2)Pﬁ727 car (1 — {)P@l = P@l — Pﬂ72
t (1 —()Pg2 = Pga — P33 = Pg1 + 2Pg2. On applique de nouveau le
lemme 6.6, et donc (n1 + n2)Ps 1 + (2na — ny + r2)Pg2 € Wi. On peut de
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nouveau écrire ce point sous la forme (3n+17)Pg1 + (3(ne —n)+1r2 —1)Ps2
etonar+ (rg —r)=ry#0, ce qui permet de conclure. m

Montrons d’abord que les triples de points dans J(K(+v/105)) qui sont
dans Wj sont d’une forme particuliere :

LEMME 6.6. Si P € J(K(v/105)) est tel que 3P € W1, alors 3P est de
la forme mo(Py + P1 — Py,) + m3(Pi11 — Pi2) + 3my P12 et est donc déja
dans le noyau de (x — T) k.

Démonstration. Comme 3P est dans W7, on a une relation du type 3P =
moPy +mi Py + maoPy, +m3Pry +maPr o+ ms(Pr1 — Pa).

Comme P € J(K(3/105)), 3P est dans le noyau de (z — T)K(m),
et donc, en particulier, si on considere la premiere coordonnée (selon z—0),
on doit avoir 22motmi(ef)motmat2ms gp)2(matma) = 1 mod K(§/105)*3.
Comme 2, a, b et 7 ne sont pas des cubes dans K (+v/105), cela entraine que
mo = mq mod 3, mz+my4 = 0 mod 3 et ms = mg+ma = mi1+meo mod 3. Les
deuxiéme et troisitme coordonnées doivent donc vérifier 2mo+m252(mi+m2) —
1 mod K (/105)*3 et 2mitma52(mitma)emotme = 1 mod K(/105)*3. Les
m; doivent donc satisfaire les relations de congruence suivantes : mg =
m1 = —me mod 3, m3 +my4 = 0 mod 3 et ms = 0 mod 3. Ces relations ont
pour conséquence que le point 3P est déja dans le noyau de (z — 7). =

Montrons :

LEMME 6.7. Si P € J(K(+/105)) est tel que 3P appartienne a Wy, alors
PeW.

Démonstration. On sait déja par le lemme précédent que 3P = mo(Py+
Py —P,)+m3(P11— Pi2)+3m) P 2 est dans le noyau de (x —T') i, & savoir
que 3P € (1 —-()J(K).

ler cas: P € J(K(3/105))\ J(K). Comme (1—¢)? = —3¢ dans End(.J),
cela revient & (1 — ¢)?P € (1 — ¢)J(K), et donc (1 — )P = Q + T avec
Qe J(K)etT e ker(l —¢) C J(K). Cela n’est pas possible car (1 — ()P
n’est pas dans J(K) d’apres le lemme 6.3.

2éme cas: P € J(K). Comme (1—-¢)P1; = P11 — P12, on aen prenant
I'image de 3P par (1—(), 3(1 = ()P = —3m3(P11 +3m)(1— ()P 2 et donc
(1-¢Q)P = —m3P o + miPLQ — mgP1,3 +TouT € J(K)[3] C Wi ce qui
nous permet de conclure que (1 — ()P € Wj.

Comme P € J(K), l'image par (x — T)g de (1 — ()P est nulle. Or
(1 —=QP = myPi1+ (2m), — m3)P12 + T. Les points P ; et P2 ayant
la méme image par (x — T)x, on a 3m) — m3 = 0 mod 3, i.e. m3 = 3mj.
D’autre part (1 —¢)(1 — ()P =m/)(1 —{)Pia + (2mly —3mb)(1 — () P2 +
(1 — C)m5(P1,1 — P271) = 3(mﬁl — mg)PM + 3(mﬁl — 2m:’3)P172 = —3(P car mgy
doit étre un multiple de 3 d’apres le lemme 6.6.
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Cela entraine que le point (P + (m} — mf5)Pi1 + (ml — 2mf) Py o est
un point de torsion d’ordre 3 et dans J(K), il est donc dans W d’apres le
lemme 6.2. =

On a ainsi montré qu’il n’existe pas d’autre relation entre Py 1, Py 2, Py 1,
Pyia, Py, P1, Py, et P11 — P21 que celles fournies au paragraphe 4.
On a donc We, = Z* x (Z/3Z)°, lorsque [y = 784/6859.

COROLLAIRE 6.8. Soit We, le groupe engendré par les points de Weier-
strass de la courbe générique, on a We, = Z* x (Z/3Z)°.

Démonstration. Comme W, est un quotient de Z* x (Z/37Z)° (d’apres la
proposition 4.1), et comme Wcﬁo est un quotient de We, (d’apres la propo-
sition 6.1), on en déduit que We, = Z* x (Z/3Z)°. =

7. Conséquences

7.1. Preuve du théoréme 1.1. Pour déduire la structure de Wcﬁ dans le
cas général, nous avons besoin d’appliquer un théoréme du a Silverman.

THEOREME 7.1 ([Sil]). Soit A — C une famille (plate) de variétés abé-
liennes toutes définies sur un corps global K, ot C' est une courbe projective
lisse. En un point t € C(K) pour lequel la fibre A; est non-singuliére, on
définit Uapplication de spécialisation oy : A(C) — Ay(K), P — P,.

Si A n’a pas de partie constante, alors l’ensemble {t € C(K) | oy n’est
pas injective} est un ensemble de hauteur bornée dans C(K).

En particulier, lorsque K est un corps de nombres et d > 1 est un entier,
alors oy est injective pour presque tout t € Uy j<q C(L).

Nous allons appliquer ce théoréme avec A = Jac(Cg), C = P! (ici,
paramétrée par (). Nous devons donc vérifier qu’il n’y a pas de partie con-
stante. Notons Jg la jacobienne de Cg. Supposons que J/Q(f) ait une par-
tie constante Ag, variété abélienne de dimension 1, 2 ou 3. Il existe alors

un morphisme de J/Q(3) dans Ay, et donc un morphisme C/Q(5) i Ay,
ou ¢g est défini sur Q(F). Soit S la surface algébrique définie par cette
famille de courbes. Elle est birationnelle & la surface {(x,y,3) € A3 |
y® — x(x — 1)(2% — 282 + B) = 0}, et donc birationnelle & P2

On a une application non-constante S - - -— Ag. On en déduit une appli-
cation non-constante P2 -..— A, ce qui n’est pas possible.

Comme le groupe engendré par les points de Weierstrass de la fibre
générique We, est isomorphe a Z* x (Z/3Z)> (d’aprés le corollaire 6.8), on
en déduit que pour presque tout 8, We, = 74 x (7./37.)°.

7.2. Preuve du corollaire 1.2. Cela nous permet de démontrer le corol-
laire 1.2, dont nous rappelons ’énoncé :
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COROLLAIRE 1.2. Soit une famille de courbes lisses joignant une courbe
hyperelliptique a une courbe Cg pour laquelle We, = 74 x (Z./37)5. Soit We,
le groupe engendré par les points de Weierstrass de la fibre générique. On a
alors ch 27" avec 9 < r < 23.

Démonstration. En effet, la spécialisation We, — W étant injective sur
la partie de torsion, si We, = Z" x G, out G est un groupe fini, on a pour un
s correspondant a la courbe We,, G — (Z/3Z)3, et pour un s correspondant
a la courbe hyperelliptique, G < (Z/2Z)%. On en déduit donc qu’il n’y a
pas de partie de torsion. D’autre part, comme We, — 74 x (Z)3Z)> est
surjective (prop. 2.3),onar >9. u

REMARQUE. Si C, est la courbe de genre 3 générique, on obtient de
meéme que ch =2 7" avec 9 < r < 23.
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