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Théorème de Pólya en caractéristique finie
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G. Pólya a établi qu’une fonction entière sur C d’ordre exponentiel
strictement inférieur à 1 ou d’ordre exponentiel égal à 1 et de type ex-
ponentiel inférieur à log 2 prenant des valeurs entières relatives sur N, est
un polynôme. M. Car a démontré un analogue de ce théorème de Pólya
sur l’anneau des polynômes Fq[T ] où Fq est le corps fini à q éléments. Des
exemples prouvent que le résultat obtenu est optimal pour l’ordre exponen-
tiel, mais ne l’est pas pour le type. Dans cet article, en faisant appel aux
déterminants d’interpolation qu’a introduits M. Waldschmidt [6] en cara-
ctéristique nulle, nous améliorons, dans le cas où q est assez grand, le résultat
établi par M. Car.

1. Position du problème. En 1915, G. Pólya a montré qu’une fonction
entière f sur C telle que

f(N) ⊂ Z et lim
r→∞

log(|f |r)
r

< log(2) où |f |r = sup
|z|<r
|f(z)|

est un polynôme. L’exemple de la fonction f(z) = 2z permet de démontrer
que ce résultat est optimal.

Etudions un analogue en caractéristique finie.
On désigne par Fq[T ] l’anneau des polynômes en une variable à coef-

ficients dans le corps fini Fq, k = Fq(T ) son corps des fractions, k∞ =
Fq((1/T )) le complété de k pour la valuation (1/T )-adique v normalisée par
v(T ) = −1 que l’on prolonge à une clôture algébrique k (resp. k∞) de k
(resp. k∞) ainsi qu’à C le complété de k∞.

Posons, pour tout z dans C,

v(z) = −deg(z)

et pour f fonction entière sur C, pour tout réel r,

M(f, r) = sup
deg(z)≤r

(deg(f(z)), z ∈ C).
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Quand r est rationnel, cette quantité est égale à

Mr(f) = sup{rn+ deg(an) | n ∈ N} où f(X) =
∑

n∈N
anX

n

([5], une démonstration de ce résultat est proposée en appendice).
Comme les fonctions Mr(f) et M(f, r) sont croissantes, le résultat dé-

montré par M. Car [1] peut s’énoncer sous la forme :

Théorème 1. Si f est une fonction entière sur C telle que

f(Fq[T ]) ⊂ Fq[T ] et lim
r→∞

M(f, r)
qr

<
1

e log(q)qq/(q−1)
,

alors f est un polynôme.

En outre M. Car a démontré le résultat suivant :

Théorème 2. Si f est une fonction entière Fq-linéaire sur C telle que

f(Fq[T ]) ⊂ Fq[T ] et lim
r→∞

M(f, r)
qr

<
1

e log(q)
,

alors f est un polynôme.

Nous avons essayé de démontrer ce théorème pour toute fonction entière.
Nous n’y sommes pas parvenus mais nous avons démontré :

Théorème 3. Soit un nombre réel ε > 0. Il existe un entier q(ε) tel que
pour tout corps Fq à q > q(ε) éléments, la propriété suivante est vérifiée : si
une fonction entière f sur C est telle que l’image de tout élément de Fq[T ]
est dans Fq[T ] et que

lim
r→∞

M(f, r)
qr

<
1

e log(q)qε
,

alors f est un polynôme.

Remarques. 1. Pour ε donné, il est possible d’estimer q(ε). Le dernier
paragraphe fournit un exemple d’une version effective de ce théorème.

2. La majoration est donnée sous cette forme pour comparer plus aisé-
ment ce résultat avec celui de M. Car.

Pour cela, nous allons, d’une part, utiliser les déterminants d’interpo-
lation dans un contexte analogue à l’article de M. Waldschmidt [6]. Une
première idée était d’adapter des analogues des polynômes de Feldman mais
les estimations que nous avions faites ne nous permettaient pas de conclure.
C’est pourquoi nous avons eu recours à une suite extraite de ces polynômes.
D’autre part, nous avons utilisé un résultat d’A. Thiery [2] :
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Théorème 4. Soit a dans C. Si f est une fonction entière sur C telle
que

f(H) = a pour tout H dans Fq[T ] et lim
r→∞

M(f, r)
qr

<
qq/(q−1)

e log(q)
,

alors f est un polynôme.

Dans le second paragraphe, nous allons démontrer quelques résultats
techniques préliminaires du théorème 3. Enfin, le dernier paragraphe sera
consacré à la preuve en elle-même.

2. Quelques lemmes techniques. Dans un premier temps, nous allons
démontrer un lemme de Schwarz pour les alternants analogue à celui établi
par M. Waldschmidt [6].

Notons AL l’anneau des fonctions entières dans CL.

Proposition 5. Soient N et L deux entiers naturels tels que N ≥ L−1
et n0, n1, . . . , nL des entiers tels que 0 = n0 < n1 < . . . < nL = N. Soient
ξ0, . . . , ξN ∈ Fq[T ] tous distincts tels que

deg(ξ0) ≤ deg(ξ1) ≤ . . . ≤ deg(ξN ).

Soient R1, . . . , RL, E1, . . . , EL des rationnels tels que, pour tout 1 ≤ µ ≤ L,

Rµ > deg(ξnµ) et 0 ≤ Eµ ≤ Rµ − deg(ξnµ).

Soient Q0, . . . , QL les polynômes d’une variable définis par

Qν(X) =
nν+1−1∏

n=nν

(X − ξn) (0 ≤ ν < L).

Soit φ une fonction entière dans CL telle que pour 0 ≤ ν < L, la fonction
φ(ξn1 , . . . , ξnν , zν+1, . . . , zL) soit divisible par Qν(zµ) dans AL−ν pour tout
ν < µ ≤ L. Alors

deg(φ(ξn1 , . . . , ξnL)) ≤M(φ,R)−
L∑

µ=1

nµEµ

avec M(φ,R) = sup{deg(φ(z1, . . . , zL)); deg(zi) = Ri, 1 ≤ i ≤ L}.
Preuve. Soit, pour 1 ≤ µ ≤ L,

Pµ(X) =
nµ−1∏

n=0

(X − ξn) =
µ−1∏

ν=0

Qν(X).

D’où

Qν(X) =
Pν+1(X)
Pν(X)

pour ν ≥ 1, Q0(X) = P1(X).
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La fonction φ(z1, . . . , zL) est divisible dans AL par P1(zµ) pour 1 ≤ µ ≤ L,
donc par P1(z1) . . . P1(zL). Par conséquent, il existe une fonction entière
φ1 ∈ AL telle que

φ(z1, . . . , zL) = φ1(z1, . . . , zL)
L∏

µ=1

P1(zµ).(1)

Montrons par récurrence sur ν ≥ 1 qu’il existe φν(zν , zν+1, . . . , zL) ∈ AL−ν+1
telle que

φ(ξn1 , . . . , ξnν−1, zν , . . . , zL) = φν(zν , . . . , zL)
ν−1∏

µ=1

Pµ(ξnµ)
L∏

µ=ν

Pν(zµ).(2)

• Si ν = 1, (2) est vrai par (1).
• Supposons maintenant les φ1, . . . , φν connus avec ν < L. On remplace

zν par ξnν dans (2) et on obtient

(3) φ(ξn1 , . . . , ξnν , zν+1, . . . , zL)

= φν(ξnν , zν+1, . . . , zL)
ν∏

µ=1

Pµ(ξnµ)
L∏

µ=ν+1

Pν(zµ).

On sait par hypothèse que φ(ξn1, . . . , ξnν , zν+1, . . . , zL) est divisible par∏L
µ=ν+1Qν(zµ). Par construction, le produit P1(ξn1) . . . Pν(ξnν ) est non nul

et les polynômes Pν et Qν sont premiers entre eux. Donc, d’après (3),
φν(ξnν , zν+1, . . . , zL) est divisible par

∏L
µ=ν+1Qν(zµ). Il existe une fonction

φν+1(zν+1, . . . , zL) ∈ AL−ν telle que

φν(ξnν , zν+1, . . . , zL) = φν+1(zν+1, . . . , zL)
L∏

µ=ν+1

Qν(zµ).(4)

En associant (3) et (4), on obtient

φ(ξn1 , . . . , ξnν , zν+1, . . . , zL)

= φν+1(zν+1, . . . , zL)
L∏

µ=ν+1

Qν(zµ)Pν(zµ)
ν∏

µ=1

Pµ(ξnµ)

ou encore

φ(ξn1 , . . . , ξnν , zν+1, . . . , zL)

= φν+1(zν+1, . . . , zL)
L∏

µ=ν+1

Pν+1(zµ)
ν∏

µ=1

Pµ(ξnµ).

On a bien montré (2) au rang ν + 1.
On modifie maintenant les φν de la manière suivante (c’est ici que le

caractère ultramétrique fait différer la preuve de celle de M. Waldschmidt) :
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chacun des zµ est remplacé par (zµ−ξn)/αµ et chaque ξnµ par (ξnµ−ξn)/αµ
avec αµ ∈ C tel que deg(αµ) = Rµ (car le groupe des valeurs pour le degré
est Q). On obtient alors l’existence des fonctions ψν telles que

(5) φ(ξn1 , . . . , ξnν−1, zν , . . . , zL)

= ψν(zν , . . . , zL)
(ν−1∏

µ=1

nµ−1∏

n=0

ξnµ − ξn
αµ

)( L∏

µ=ν

nν−1∏

n=0

zµ − ξn
αµ

)
.

On va maintenant établir une relation de récurrence entre ψν et ψν+1.
En remplaçant zν par ξnν dans (5), on obtient

(6) φ(ξn1 , . . . , ξnν , zν+1, . . . , zL)

= ψν(ξnν , zν+1, . . . , zL)
( ν∏

µ=1

nµ−1∏

n=0

ξnµ − ξn
αµ

)( L∏

µ=ν+1

nν−1∏

n=0

zµ − ξn
αµ

)
.

Or (5) au rang ν + 1 nous donne

(7) φ(ξn1 , . . . , ξnν , zν+1, . . . , zL)

= ψν+1(zν+1, . . . , zL)
( ν∏

µ=1

nµ−1∏

n=0

ξnµ − ξn
αµ

)( L∏

µ=ν+1

nν+1−1∏

n=0

zµ − ξn
αµ

)
.

En comparant (6) et (7), on obtient

(8) ψν+1(zν+1, . . . , zL) = ψν(ξnν , zν+1, . . . , zL)
( L∏

µ=ν+1

nν+1−1∏

n=nν

αµ
zµ − ξn

)
.

De (8), on déduit

(9) sup{deg(ψν+1(zν+1, . . . , zL)); deg(zi) = Ri, ν + 1 ≤ i ≤ L}
≤ sup{deg(ψν(zν , . . . , zL)); deg(zi) = Ri, ν ≤ i ≤ L}.

Par (5), au rang ν = L et en remplaçant zL par ξnL , on a

φ(ξn1 , . . . , ξnL) = ψL(ξnL)
(L−1∏

µ=1

nµ−1∏

n=0

ξnµ − ξn
αµ

)(nL−1∏

n=0

ξnL − ξn
αµ

)
(10)

= ψL(ξnL)
( L∏

µ=1

nµ−1∏

n=0

ξnµ − ξn
αµ

)
.

De (9) et (10), il s’ensuit

deg(φ(ξn1 , . . . , ξnL)) ≤M(φ,R)−
L∑

µ=1

nµEµ.

Corollaire 6. Soient N et L deux entiers positifs avec N ≥ L et
n0, n1, . . . , nL des entiers tels que 0 = n0 < n1 < . . . < nL = N. Soient
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ξ0, . . . , ξN ∈ Fq[T ] tous distincts tels que

deg(ξ0) ≤ deg(ξ1) ≤ . . . ≤ deg(ξN ).

Soient R1, . . . , RL, E1, . . . , EL des rationnels tels que, pour tout 1 ≤ µ ≤ L,

Rµ > deg(ξnµ) et 0 ≤ Eµ ≤ Rµ − deg(ξnµ).

Soit F = (f1, . . . , fL) une application entière de C dans CL (toutes les
coordonnées sont des fonctions entières). On suppose aussi que, pour 0 ≤
ν < L et nν ≤ n < nν+1, la matrice L× (ν + 1) suivante :

(F (ξn1), . . . , F (ξnν ), F (ξn))

a un rang ≤ ν. Alors

deg(det(fλ(ξnµ))1≤λ,µ≤L) ≤
L∑

µ=1

max
1≤λ≤L

{M(fλ, Rµ)} −
L∑

µ=1

nµEµ.

Preuve. Posons

φ(z1, . . . , zL) = det(fλ(zµ))1≤λ,µ≤L.

L’hypothèse du corollaire nous permet de dire que pour tout 0 ≤ ν < L, la
fonction φ(ξn1 , . . . , ξnν , zν+1, . . . , zL) est, pour tout ν < µ ≤ L, divisible par
Qν(zµ) =

∏nν+1
n=nν (zµ − ξn). En appliquant la proposition, on obtient

deg(det(fλ(ξnµ))1≤λ,µ≤L) ≤M(φ,R)−
L∑

µ=1

nµEµ.

D’où

deg(det(fλ(ξnµ))1≤λ,µ≤L) ≤
L∑

µ=1

max
1≤λ≤L

{M(fλ, Rµ)} −
L∑

µ=1

nµEµ.

Pour utiliser ce corollaire comme le fait M. Waldschmidt, nous allons
considérer une sous-suite d’un analogue des polynômes de Feldman définis
par Carlitz et que nous allons maintenant préciser.

Rappelons que Dh se définit de la manière suivante :

Dh = [h]Dq
h−1, h ≥ 1, [h] = T q

h − T, D0 = 1

et que deg(Dh) = hqh.
Soit n un entier dont la décomposition en base q est la suivante :

n = n0 + n1q + . . .+ nsq
s avec 0 ≤ ni < q, i = 0, . . . , s et ns 6= 0.

On a
Ψn(X) =

∏

H∈Fq [T ]
deg(H)<n

(X −H).
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Pour tout H dans Fq[T ] et tout entier naturel j, Ψj(H)/Dj est dans Fq[T ]
(voir [3, 4]). Dans les lemmes 7 et 8, nous contrôlons la grandeur des valeurs
prises par les Ψj(X)/Dj, j ∈ N.

Lemme 7. Soit un entier r > 0. Alors, pour tout entier j, on a

M

(
Ψj(X)
Dj

, r

)
≤M

(
Ψr−1(X)
Dr−1

, r

)
.

Preuve. Soit x tel que deg(x) = r. Pour tout j, on a

Ψj+1(x)/Dj+1

Ψj(x)/Dj
=

Dj

Dj+1

∏

deg(H)=j

(x−H).

1er cas : j ≥ r − 1. On obtient

deg
(
Ψj+1(x)/Dj+1

Ψj(x)/Dj

)
≤ jqj − (j + 1)qj+1 + (j + 1)(qj+1 − qj) ≤ −qj .

La suite (deg(Ψj(x)/Dj))j≥r−1 est décroissante.
2nd cas : j < r − 1. On a

deg
(
Ψj+1(x)/Dj+1

Ψj(x)/Dj

)
= jqj − (j + 1)qj+1 + r(qj+1 − qj)

= qj((q − 1)r − (q − 1)j − q)
≥ qj((q − 1)(j + 2)− (q − 1)j − q) ≥ 0.

La suite (deg(Ψj(x)/Dj))j<r−1 est croissante.
Par conséquent,

M

(
Ψj(X)
Dj

, r

)
≤M

(
Ψr−1(X)
Dr−1

, r

)
.

Lemme 8. Soit un entier r > 0. Alors, pour tout entier j, on a

M

(
Ψj(X)
Dj

, r

)
≤ qr−1.

Preuve. Soit un entier r > 0. Alors, pour tout entier j, on a

M

(
Ψr−1(X)
Dr−1

, r

)
≤ rqr−1 − (r − 1)qr−1 ≤ qr−1.

3. Théorème de Pólya. Commençons maintenant la preuve du théo-
rème 3.

Soit b un réel strictement positif. Soit f une fonction entière sur C telle
que l’image de tout élément de Fq[T ] est dans Fq[T ] et que

lim
r→∞

M(f, r)
qr

< b.

Notons d’abord :
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Lemme 9. Il existe une constante K (dépendant de f) telle que, pour
tout r > 0,

M(f, r) ≤ bqr +K.

Adaptons les idées mises en œuvre par M. Waldschmidt dans [6].
Soient J et U deux entiers naturels non nuls qui seront choisis ultérieu-

rement. Considérons l’application FL : C → CL avec L = JU définie par

z 7→ (ϕ1(z), . . . , ϕL(z)) =
(
Ψj(z)
Dj

f(z)t
)

1≤j≤J
1≤t≤U

.

L’ordre des ϕλ, 1 ≤ λ ≤ L, est indifférent. On pose

φ(z1, . . . , zL) = det(ϕλ(zµ))1≤λ,µ≤L.

Supposons que FL(Fq[T ]) n’est pas contenu dans un sous-espace vectoriel
de dimension sur C strictement inférieure à L ; alors il existe un L-uplet dans
(Fq[T ])L sur lequel φ ne s’annule pas.

On définit un ordre ≺ dans Fq[T ] comme suit, déduit d’un ordre < fixé
initialement sur Fq : Soient P =

∑n
i=0 aiT

i et Q =
∑m

i=0 biT
i dans Fq[T ] :

• si deg(P ) est strictement inférieur à deg(Q) alors P ≺ Q,
• si deg(P ) = deg(Q) et an < bn alors P ≺ Q,
• si deg(P ) = deg(Q), an = bn et an−1 < bn−1 alors P ≺ Q, et ainsi de

suite.

(Notons que le j-ème polynôme de Fq[T] est de degré strictement infé-
rieur à logq(j + 1).)

On choisit (ξn1, . . . , ξnL) le plus petit élément pour l’ordre lexicogra-
phique de Fq[T ]L déduit de l’ordre ≺ sur Fq[T ] pour lequel φ(ξn1 , . . . , ξnL)
ne soit pas nul. On notera ∆ cet élément.

Montrons que ϕ1, . . . , ϕL s’annulent toutes en 0 et en les n1 − 1 pre-
miers polynômes non nuls de Fq[T ] et ne s’annulent pas en le n1-ième :
(ξn1, . . . , ξnL) est le plus petit L-uplet tel que (ϕλ(ξn1), . . . , ϕλ(ξnL))1≤λ≤L
soit une base de FL(Fq[T ]).

Soit n ∈ {0, . . . , n1 − 1}. Le vecteur (ϕλ(ξn))1≤λ≤L ne peut pas être
complété en une base de FL(Fq[T ]). C’est donc le vecteur nul.

Par le même raisonnement, pour n = n1, n1 + 1, . . . , n2 − 1, le vecteur
(ϕλ(ξn))1≤λ≤L appartient à la droite engendrée par (ϕλ(ξn1))1≤λ≤L et, plus
généralement, pour 1 ≤ µ < L et pour nµ ≤ n < nµ+1, la matrice




ϕ1(ξn1) . . . ϕ1(ξnµ) ϕ1(ξn)
...

...
...

...

ϕL(ξn1) . . . ϕL(ξnµ) ϕL(ξn)




a pour rang µ.
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Nous allons maintenant appliquer le corollaire 6 avec Rµ rationnel tel
que

max
0≤n≤nµ

(deg(ξn)) < Rµ ≤ logq(nµ + 1) + A

où (ξn)n∈N est la suite de tous les polynômes rangés par ordre croissant, et

Eµ = A ≤ Rµ − deg(ξnµ),

A étant un rationnel > 0 à choisir. Alors, on a

deg(∆) ≤
L∑

µ=1

max
1≤λ≤L

(M(ϕλ, Rµ))−
L∑

µ=1

Anµ.

Par conséquent, d’après les lemmes 8 et 9, on a

deg(∆) ≤
L∑

µ=1

{qRµ−1 + UbqRµ +KU − Anµ},

d’où

deg(∆) ≤
L∑

µ=1

{(nµ + 1)qA−1 + UbqA(nµ + 1) +KU − Anµ}.

On a alors

deg(∆) ≤ LqA−1 + LUbqA + LKU + (qA−1 + UbqA − A)
L∑

µ=1

nµ.

On suppose que U et A vérifient la condition suivante :

qA−1 + UbqA − A < 0.(11)

On obtient

deg(∆) ≤ LqA−1 + LUbqA + LKU +
L∑

µ=1

µ(qA−1 + UbqA − A)

≤ LqA−1 + LUbqA + LKU +
L(L+ 1)

2
(qA−1 + UbqA − A)

≤ L2
(
qA−1

L
+
bqA +K

J
+
qA−1 + UbqA −A

2
+
qA−1 + UbqA − A

2L

)
.

On choisit J assez grand pour que deg(∆) < 0. ∆ est alors nul.
Pour tout tel J , l’hypothèse de départ n’est pas satisfaite : FL(Fq[T ])

est contenu dans un sous-espace vectoriel de dimension sur C strictement
inférieure à L et est donc dans un hyperplan de CL. Par conséquent, il existe
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des polynômes αj,t ∈ C non tous nuls tels que la fonction

χ(z) =
J∑

j=1

U∑

t=1

αj,t
Ψj(z)
Dj

f(z)t

s’annule sur Fq[T ].
Il existe C1 > 0 tel que, pour r > J ,

M(χ, r) ≤ C1 +M

(
ΨJ (X)
DJ

, r

)
+ Ubqr.

Il existe C2 > 0 tel que, pour r > J ,

M(χ, r) ≤ C2 + rqJ + Ubqr.

Le type de χ est inférieur à Ub. D’après A.Thiery [théorème 4 de ce texte],
si b < qq/(q−1)/(Ue log(q)), χ est un polynôme. Puisque les Ψj sont de degré
deux à deux différents, f est une fonction algébrique ; comme elle est entière,
c’est un polynôme.

Soit ε > 0. On choisit U = 1, A = 1 − ε′, b = 1/(log(q)eqε), avec ε′

rationnel, 0 < ε′ < 1 et 1 < ε+ ε′. Pour q assez grand, on a
1
qε′

+
1

log(q)eqε+ε′−1 < 1− ε′.

La condition (11) est ainsi vérifiée. On peut choisir par exemple ε′ = 1−ε/2.
D’où le résultat annoncé.

Exemple. Soit q ≥ e165662. Si f est une fonction entière telle que l’image
de tout élément de Fq[T ] est dans Fq[T ] et que

lim
r→∞

M(f, r)
qr

<
1

e log(q)q10−5 ,

alors f est un polynôme.

Prenons ε = 10−5, ε′ = 1− 10−6.
Pour des petites valeurs de q, le résultat de M. Car reste meilleur que le

nôtre.
De même, comme M. Car [1, proposition VII.1], la méthode donne aussi

le résultat suivant :

Proposition 10. Soit L une extension finie de Fq(T ). Soit B l’ensemble
des entiers de L sur Fq[T ]. Soit un réel ε > 0. Alors il existe un entier q(ε)
tel que pour q > q(ε), la propriété suivante est vérifiée :

Si f est une fonction entière telle que l’image de tout élément de Fq[T ]
est dans B et que

lim
r→∞

M(f, r)
qr

<
1

e log(q)qε
,

alors f est un polynôme.
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Preuve. Si α ∈ B et deg(α) < 0, alors α = 0.

Remerciements. C’est avec plaisir que nous tenons à remercier
M. Car, M. Waldschmidt ainsi que le rapporteur pour leurs nombreuses
et utiles remarques sur une version antérieure de ce texte.

Appendice

Proposition. Soit f une fonction entière sur C telle que f(X) =∑
n∈N anX

n. Pour tout rationnel r,

M(f, r) = Mr(f).

Preuve. Comme r est rationnel, il existe z0 dans C tel que deg(z0) =
Mr(f). En considérant la fonction entière g(z) = f(z/z0), on se ramène au
cas r = 0.

Si tous les coefficients de f sont des éléments de Fq, alors le résultat est
trivial. Sinon il existe n ∈ N tel que deg(an) = M0(f). En considérant la
série g = f/an, on se ramène à M0(f) = 0. Il est clair que M(f, 0) ≤M0(f).

Pour démontrer la proposition, il suffit de trouver un z tel que

deg(f(z)) = M0(f) = 0.

Notons B(0) = {z ∈ C | deg(z) ≤ 0} et k̃ = C/{z ∈ C | deg(z) < 0}.
Soit φ : B(0)→ k̃ la projection canonique. Comme limn→∞ deg(an) = −∞,∑

n∈N φ(an)Xn ∈ k̃ [X]. De plus,
∑

n∈N φ(an)Xn est non nul ; sinon on aurait
M0(f) < 0. Il existe donc φ(z) ∈ k̃ tel que

∑
n∈N φ(an)φ(z)n 6= 0. Or, pour

tout N assez grand,

∑

n∈N
φ(an)φ(z)n =

N∑

n=0

φ(an)φ(z)n = φ
( N∑

n=0

anz
n
)
.

Cela entrâıne que deg(
∑N

n=0 anz
n) = 0. Comme le degré est continu, on a

deg(
∑

n∈N anz
n) = 0.
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