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1. Introduction. Soit E une courbe elliptique sur Q. Le théoréeme de
Mordell-Weil donne la structure du groupe des points rationnels de E :

E(@) = E(Q)tors x Z"

ou r est appelé le rang sur Q de F. Un théoreme de Mazur donne les seules
structures de torsion possibles :

B Qs = Z/mZ, m=12,...,10,12,
O T Z)2Z x Z)2mZ, m=1,...,4.

On notera Ey (resp. &, m) ensemble des courbes elliptiques sur Q telles
que E(Q)tors ~ Z/NZ (resp. E(Q)tors >~ Z/nZ x Z/mZ), et on définit

b(N) =sup{r; E € En}, B(N) =limsup{r; E € En},
b(n,m)=sup{r; E €&, n}, B(n,m)=Ilmsup{r; E €&, n}.
On ignore si b(n,m) et b(/V) sont finis. Sans entrer dans les détails il faut
retenir les résultats suivants :
o b(0) > 24 et B(0) > 14,
e B(N) et B(n,m) > 1 pour toutes les valeurs de N, n et m, par exemple
B(2) > 8,B(5) > 3.

Citons les travaux de divers auteurs qu’on pourrait presque faire remon-
ter a Fermat : Kretschmer, Nagao, Fermigier, Mestre, Martin—-McMillen,
Kihara, Kulesz, Atkin—-Morain, Dujella ...et d’autres (voir [3]).

Dans cet article nous nous intéresserons a B(N) pour N = 7. Pour cet
entier des exemples ont été construits et donnent B(7) > 1 (Kulesz [4],
Atkin—Morain [1]). Notons aussi que b(7) > 5 [3].

Nous obtenons les résultats suivants :

THEOREME 1. L’entier B(7) est supérieur ou égal a 2.
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Plus précisément, il existe des courbes elliptiques sur @, de rang au moins
deux sur Q, ayant un point d’ordre 7 rationnel, paramétrées par les points
rationnels de plusieurs courbes elliptiques dont au moins deux ont un rang
sur Q égal a 3. Parmi ces familles de courbes ainsi construites, ayant un
point de 7-torsion Q-rationnel, certaines ont un rang 3.

2. Notations et méthode. On désignera par N un entier > 5; on note
Y1(N) la courbe modulaire sur Q qui paramétrise les couples (E, Ay) ou E
est une courbe elliptique, ayant un point Ay d’ordre exactement N. Soit
X1(N) la compactification de Y7 (N).

Soit En la courbe elliptique universelle qui correspond a cette structure.
Alors En est une surface elliptique définie sur Q avec un morphisme de
projection

m: En — Y1 (N)

et une section s : Y1(N) — Ey, tous deux définis sur Q.

La courbe X;(7) est de genre 0 et on notera d un générateur de son corps
de fonctions. Nous noterons Ey la fibre générique. Enfin nous noterons P!
I’espace projectif avec point générique z.

Pour N = 7, le modele minimal non singulier de la surface Fr est une
surface K3 ([7, pp. 276-277]). Nous montrons que la surface E; est bira-
tionnellement équivalente a la surface S7 d’équation

(uv —u—v)(dv—1)(du—1) =uv(u—1)(v—1)d(d —1)
et nous construisons une autre fibration elliptique de la surface S7,
Gy 1 S7— len

avec une section définie sur Q. Nous noterons H, la fibre générique. Les
sections de E7 correspondant aux points d’ordre 7 de Ej donnent sur H,
un point d’ordre 4 ainsi qu'un point P d’ordre infini sur Q(v). On construit
ainsi en considérant les multiples de P une infinité de revétements de
P, — P}

et les changements de base Fj Xpl IP’})H correspondants, ce qui donne une
courbe elliptique de rang au moins 1 sur Q(v,,) avec un point de 7-torsion.

Parmi ces revétements nous avons étudié ceux de petit degré, en parti-
culier de degré 2, correspondant aux fractions rationnelles dg, d1, d4 et ds.

En prenant le produit fibré de deux tels changements de base on obtient
une famille de courbes elliptiques de rang au moins deux au-dessus d’une
base de genre 1. Cette derniére courbe, dans les cas étudiés, est une courbe
elliptique de rang au moins 1 sur Q. On obtient ainsi une infinité de courbes
de rang au moins 2 sur Q munies d’un point Q-rationnel d’ordre 7. Certaines
courbes correspondant a trois points rationnels de P%ni pour ¢ = 1,2,3
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donnent des exemples de courbes de rang 3 munies d’un point Q-rationnel
d’ordre 7.

2.1. La surface Er et ses automorphismes. Soit E une courbe elliptique
sur Q ayant un point rationnel de 7-torsion. Il existe un rationnel d tel que
la courbe E soit Q-isomorphe a la courbe Ey; d’équation

(Bqg): v+ (1+d—d)ay+ (d* —d*)y = 2® + (d* — d°)2?

de discriminant d”(d — 1)7(d® — 8d* + 5d 4 1) et ou le point d’ordre 7 est le
point A = (0,0). Si on considére d comme une indéterminée on notera E7
la surface d’équation

v+ (1 +d—d)ay + (d® — &)y = 2 + (d* — d®)z>.

La surface elliptique F7 admet 'automorphisme d’ordre 6 noté o défini par

r—d*(d—1) r+d—d?
IO R AR IRV I
d (d—1)
3 _
y —y —dr+d*(d 1) d’inverse g —(x—l—y)—i—xd,
ds ’ (d—1)°
— -1
dl—>—d 17 dHH,

qui a linterprétation modulaire suivante : au couple (E, A) on associe le
couple (E,iA) avec (i,7) = 1.

Si M est un point générique de la courbe EF 4, ’automorphisme défini sur
E4 par M — A+ M définit un automorphisme noté o7, d’ordre 7, de E7.

2.2. La surface S7. Faisons les changements de coordonnées

d(d—1) _(d—1)*d%u
S utv—u’ ~ (u+v—uv)?
d’inverse
y (x+d)d(d—1)— (x+y)
u = — v = .
x2’ 22

Les fonctions u et v sur F; ont comme diviseur

div(u) = =2(6A4) + 5bA + 0o, div(v) = —2(A) + 24 + cc.
La surface E; est birationnellement équivalente a la surface
(2.1)  S7: —dd—-1uv+ (v —u—v)(l+duv —u—wv))=0.

Nous utiliserons aussi les deux factorisations suivantes de l’équation
de S7 :

(dv—1)(uwv —u—v)(du—1) =uv(u—1)(v—1)d(d—1),
u(u —1)d(v —1)2 = (dv — 1) (ud + vu — u — v),

ainsi que celle obtenue en intervertissant u et v.
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On remarque que l'involution qui échange u en v correspond a I’involu-
tion P — —P sur la courbe elliptique Ej.

L’automorphisme o est défini sur 2.1 par

(u, 0, d) (dv—1)(uv —u—v)2’ (du — 1) (uv —u—v)2’ d—1 .

(d —1)2uv? (d —1)2vu? d
L’automorphisme o7 est défini sur 2.1 par
(u—1)(uwv —u—v) 1
d — d|.
(u,0,d) = < du?(d—1) " od(uv —u—wv)’
PROPOSITION 2. La fibration
¢:Sr =P (u,v,d)— v,

définit sur Sy une structure de surface elliptique de fibre générique H,. La
torsion du groupe de Mordell-Weil H,(Q(v)) est cyclique d’ordre 4 et le rang
de ce groupe est égal a 1.

On pose
dv—14Y
T dv—1)
On obtient alors une cubique en (Y, d) dépendant de v.

Les transformations habituelles pour obtenir une forme de Weierstrass
sont

soit Y =1+d(uv—u—v).

U=0v(w—1)(Y +dv— (> —v+1)),
(U+ 03 (v—1)2U
Z(v—1)2 .

Le changement de variable
_Z
=
(v—1)Z%Uv - 2)
T 02U + 02 (v — 120 —vZ(v — 1))’
_ Z3(Uv — Z)2(U +v*(v — 1)?)
Y= VU302 1 20 — 120 — vZ(v — 1))
donne un modele de Weierstrass de la fibre H,, soit
72+ 020 =3)UZ +v*(20 - 1)(v - 1)3Z
=UU +vw—1)(v* —v+ 1)U +v*(v - 1)?).
Les points d’ordre 7 de E,; correspondent aux sections U = Z et vU = Z,
ce qui donne les points de H,

A= (U= -*(v-12%2Z=—-0*(v-1)%,
Az = (~(v+ Do — ', ~(v+ (o - 1)),

X
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Az = (—v(v —1)3, =02 (v — 1)3),
Ay = (0% (v = 1) (v = 2), —o*(v = 1) (v — 2)),
As = (0,0).

Le point A3 est d’ordre 2 et 247 = Ag, donc A est d’ordre 4. D’autre part
on a les relations suivantes :

Ay + A5 = Ay,
2A1 + A5 = Ay,
341 + As = (—v(v — 1)(v* — v +1),v*(v — 1) (v — 2)).

En utilisant un résultat de Shioda [5], on peut calculer le rang sur C(v)
de H,. Par calcul on déduit le type des fibres dégénérées : en v = 0 et v = 0
les fibres sont de type I7, en v = 1 de type Ig et en v = (31 + 3i/7)/32 de
type I1. Le nombre de composantes est respectivement mgs = 6,8, et 1. De
la relation fondamentale

Rang(H,(C(v))) +2+ Y _(ms — 1) = RangNS(Ey)

il résulte que le rang du groupe de Mordell-Weil de H,(C(v)) est inférieur ou
égal & un, compte tenu de 'inégalité Rang NS(FE7) < 20. Par spécialisation,
par exemple pour v = 5 on montre que le point A5 spécialisé n’est pas
d’ordre 2,8 ou 4, il est donc d’ordre infini compte tenu du théoreme de
Mazur.

On construit alors une infinité de familles & un parametre de courbes
elliptiques ayant de la 7-torsion et un rang > 1. Pour cela on considere les
points A1 + sAs (s € Z, 0 < r < 3) de coordonnées (u,s(v), v, dy s(v)) sur
S7. En utilisant le changement de coordonnées (u,v) — (z,y) précédent on
obtient la famille (Eq, (,), Prs(v)). Montrons que P, s(v) est d’ordre infini
sis #0.81rA; +sA4s # A;, 1 < i < 5, le point P, 4(v) n’est pas un
multiple de A. Il existe donc au moins une valeur de vg € Q pour laquelle
le point P, 4(v) n’est pas multiple de A. Utilisant le théoreme de Mazur, le
point P, ¢(vg) ne peut étre de torsion car la courbe Ej4, . (v) aurait un point
rationnel d’ordre 7m,m # 1.

Sid= P/Q ou P et @ sont deux polynémes premiers entre eux, on pose
ht(d) = max(deg(P),deg(®)). Les familles correspondant aux points

—2A5 +hA;  avec 0 < h <4,
vérifient ht(d) = 2.

2.3. Involutions. L’équation définissant S7 est quadratique par rapport
a chaque variable; la surface S;7 peut étre considérée comme un revétement
double de P! x P! de 3 facons différentes, ce qui définit trois involutions
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(dv—1)
w d) — v,d |,
¢ (u,v, (dv—l >

ev:  (u,v,d)— | u, du_l,d7
d(u—1)2

(u—1)(v—1)(d—1)
eq: (u,v,d)— | u,v,— .
d ( T (dv —1)(du — 1)
On remarque que (eyo0e,)? = 07 Sif=eyo0e, g=-eqoe,et fj =gofog™
alors 02 = fo fiofoeget ot = (g20 fo fi 0g?)2 Un calcul montre que
€4 0 €, est d’ordre 4, ainsi que eg o e,,.
La surface S7 contient les droites suivantes :

Do: u=0,v=0,

D1 . d= 1, u = 1,

Dy: d=1, v=1.
Le plan tangent a S7 passant par Di a pour équation

u+d=2.

1

La surface S7 contient les courbes de genre O :
Ci: d=0, uwv—u—v=0,
Cy: d=1, uwwv—u—v=0,
C3: u=0, dv=1; 6’3: u=1, dv=1,
Cs: v=0, du=1; 55: v=1, du=1,

v—2
Cs : d=2, d= ——————
6 U+ ) ’U2—’U+1?

u—2
Cy: d=2,d= —————.
4 v ’ w2 —u+1

La conique C7 (resp. Cg) est stable par e, (resp. ey).
Les points —2A5 + hA; correspondent & e, 0 02 o (eq 0 e,)" 1 o e, (Cp),
ce qui donne les quatre valeurs de d :
-l —(v-2)  2v-1 P —v+1
vw—2) T v+l P v+l P 2w—1
REMARQUE 3. On remarque que si on note g ’automorphisme d’ordre
6 de la droite projective défini par

do =

t+1

t -

=9t =5
alors g*(v) = (v—1)/v et on a les résultats suivants : l’application d —
(d—1)/d laisse invariant dg, plus précisément dy = —g(v)g*(v) et do(g*(v)) =

1)
(do(v) —1)/do(v), et elle permute les autres d;, plus précisément da(v) =
4

(di(g*(v)) = 1)/d1(g"(v)) et d3(v) = —1/(d1(g(v)) — 1)
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La famille Eg avec d = d1(z) a été donnée dans [4].
Nous obtenons ainsi

THEOREME 4. Les courbes elliptiques Eg, aveci=0,1,2,3 sont de rang
> 1 sur Q(v) et ht(d) = 2.

Le point de coordonnées (zp,,yp,) donné dans le tableau 1 est d’ordre
infini.

Tableau 1
d (zp;,yp,)

w21 (v—1)(2v—1) (v—1)2(20v—1)2

do v(v—2) (_ v2(v=2) w3 (v—2)2 )
d —(v—2) —v(v?-1)(v=2)? (v2-1)%(v—2)2
1 vZ—vF1 ( (v2—v+1)3 7 (v2—v+1)4 )

z—1 (2—1)2 2(z—1)2
4 S (=0 w=optemar 81 i)

d 1 (41 (2—4) 3 2(z—1)(241)%(2—4)? 222(271)(z+1)2(274)3
5 2 (2z2+41)(2—2) ( 2 (242)2(2—2)3(1422)2 8 (2+z)3(z—2)4(1+2z)3)

dg 8

(_2 w2—9 4 (w2—9)2(w3+w2—w—9))

w
w3 —w2—w+9 w3 —w2—w+9’ (w3 —w2—w+9)3

d _ (v271)(v72) _ (v(vf1)2+1)(v+1)(v27v+1)(v37v271)(v72)2
7 20—1 ( (2v—1)% ’
. (v+1)(v3—v2—1)2(v(v—1)2+1)2(v—2)3)
(20—1)6

3. Autres familles de rang 1

3.1. EXEMPLE 1. On cherche s’il existe des courbes C rationnelles sur S7
telles que si M = (u,v,d) € C alors eq(M) = (u,v,k/d),k € Q. On obtient
de telles courbes avec k = 1 et k = 1/4 en imposant a la projection de C
sur le plan © = 0 d’étre rationnelle. Si kK = 1 on retrouve dy. Considérant la
courbe correspondant au cas k = 1/4 ainsi que les courbes (eg4 0 €,)"(C) on
obtient deux nouvelles valeurs de d, d;(z), i = 4,5 avec ht(d;) =2 :

z—1 1 (z+1)(2—4)
d =—6———— d ==
1(2) (z—2)(z —4)’ 3(2) =3 (224 1)(z — 2)
Les coordonnées d’un point d’ordre infini sur Ey, et E,4, figurent dans le
tableau 1. La courbe E,;, possede aussi un point rationnel vérifiant x =

—1/(4d%) [2].

REMARQUE 5. Si G désigne le groupe engendré par les trois involutions
on peut construire un sous groupe # Id laissant fixe globalement C, corre-
spondant au cas k = 1/4. Si € € G nous n’avons pas obtenu d’exemples de
courbe £(C) avec ht(d) < 3.
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3.2. EXEMPLE 2. Considérons la courbe

ea(Co) <u1(v),v1(v) — %,dl(u)).

La courbe H,, () @ un rang sur Q(v) supérieur ou égal a deux, les points Ajs et
I'image de e,(Cg) sont indépendants. Par combinaison de ces deux points et
du point A; d’ordre 4, on construit comme au paragraphe précédent d’autres
familles avec ht(d) > 3. Les exemples dg et d7 du tableau 1 sont ainsi obtenus.
On peut de méme utiliser la courbe (ug(z),v4(2) = —(22 —4)/3,d4(2)) de
S7 et la courbe Hy, (..

4. Courbes elliptiques de rang > 2

4.1. Premiére méthode. Les égalités d;(v) = dj(w), (di(w) —1)/d;(w) =
d;j(v) et —1/(d;j(w) —1) = d;(v) définissent des courbes affines et pour
chercher des courbes de rang 2 nous chercherons des points rationnels sur ces
courbes. Pour i et j € {0,1,2,3,4,5} les courbes obtenues sont des courbes
elliptiques sur Q dont nous allons préciser les équations et le rang sur Q.

LEMME 6. Soit K le corps engendré par les coefficients de la courbe I’
d’équation
(41)  k(x—a)(z=b)(y* —ry+1) = (y — a1)(y — b1) (2 — sz + p).
1l existe un point 2 K-rationnel de I' et une transformation birationnelle f
définie sur K telle que f(I") soit, en général, une courbe elliptique sur K
d’élément neutre f(£2). Cette courbe elliptique posséde un point de torsion
K -rationnel d’ordre 2 ainsi qu’un point K -rationnel. Si de plus les polynomes
22 — sz +p et y> —ry +t se factorisent sous la forme (x — c)(z — d) et
(y — c1)(y — d1) la courbe elliptique posséde un autre point K'-rationnel o
K' = K(c,d,c1,d1). Enfin si les fractions rationnelles

-t | (e -b)

(z—c)(z—d) (y — 1)y — du)
avec h/m =k ont des numérateurs qui se factorisent sur K' en polynomes
de degré 1 en x et en y alors ces courbes elliptiques ont trois points K'-ra-
tionnels généralement indépendants.

-1

Par deux transformations homographiques en = et en y on se raméne a

I’étude de
U Vv

—_ =k

U2 —sU+p V2V +t
On pose U = X (X — k?p)/(kY), V = Y/(X — k?p), ce qui définit une ap-
plication birationnelle d’inverse X = UV'k,Y = Vk(VU — kp). On obtient
alors le modele de Weierstrass

Y24 YX(—r+sk) = X(X —t)(X — k%p).
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Si le discriminant n’est pas nul on obtient une courbe elliptique; le point
p1 = (0,0) est de 2-torsion et le point p = (¢,0) est en général d’ordre infini
sur K. Le point p3 = (k2p,0) vérifie p; + p2 + p3 = 0. Si les dénominateurs
U2 —sU+p et V2—rV +t se factorisent en (U—m)(U—n) et (V—mq)(V —nq),
la courbe en X, Y se factorise aussi sous la forme

(Y + X(mk —n1))(Y + X(kn —mq)) = X(X — kmmq)(X — knny)
et posseéde les points K'-rationnels

g2 = (kmmy, —mmik(km — ny)), —q2 = (kmmy, —mmqk(kn —my)),
q3 = (knny, —nnik(kn —mq)), —q3 = (knny, —nnik(km — ny)).

On remarque que g3, g2 et p1 sont alignés, donc p1 4+ g2 + g3 = 0.

S'il existe des factorisations de h% —let m%
obtient 4 points supplémentaires, ce qui compte tenu des relations évidentes
entre les points augmente le rang de 1 au maximum.

Nous regrouperons les résultats obtenus dans le tableau 2. Pour chaque
courbe d;(x) = d;(y) nous donnons au moins une valeur de d = d;(z1) =
d;(y1) telle que la courbe E; soit de rang > 2, en vérifiant que les points de
E,; donnés par le tableau 1 sont indépendants.

—1 alors on

Tableau 2

do = d y2:x3+m2—9x d=15/7

0= rang 1 conducteur 2-3-5-7-41-127
b= d y? = (z —5)(z? + 62 — 379) d=24/35

0= %4 rang 2 conducteur 2-3-5-7-11-13-251

y? = (x — 22) (2% + 23z — 1638) d=25/168
dg = ds rang 3 conducteur
2-3-5-7-11-13-29-139- 1847

g — dact y? + xy = 2° — 550315z + 156674225 d = —7/125

5T T rang 3 conducteur 2-3-5-7-11- 1356907
g = =1 y? = (x4 12) (2% — 11z + 48) d = 21/40 et 80/7

1= a1 rang 1 et 4-torsion rang 3
4 = dam1 y? = (z +17) (2% — 162 + 87) d=21/2

V=745 rang 2 conducteur 2-3-7- 19 - 2633
dy = =1 2+ oy +y =23 — 716z + 182 d=-12/5

YT &T rang 2 conducteur 2-3-5- 17 - 8863

THEOREME 7. Il existe une infinité de courbes elliptiques sur Q avec un
point rationnel d’ordre 7 et un rang sur Q supérieur ou égal a 2. Ces courbes
sont paramétrées par les points rationnels de courbes elliptiques.
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Notons L le corps des fonctions sur Q d’'une courbe définie par d; = d;.
Les résultats du tableau 2 montrent que E4(L) est de rang > 2 sur L.
Il résulte d'un résultat de Silverman [6] que les courbes spécialisées Ejy,
d =di(z) = dj(v), (2,v) € Q?, sont de rang 2 sur Q, sauf peut-étre pour un
nombre fini de valeurs de d.

4.2. Deuzieme méthode. Sinous partons d’une famille Eg, ;) de courbes
de rang 1 sur Q(t) de générateur P;, considérons les points P, +iA = (x4, yi)
ou 7A = 0. Cherchons une condition pour que les points d’ordonnées y;
soient rationnels. Pour deux de nos familles d; nous sommes ramenés a
chercher des points rationnels sur une courbe elliptique € sur Q de rang
positif.

Pour Ey,(.), on considére les points de méme ordonnée que P + 4A, —P
+ A. La courbe elliptique € correspondante est la courbe y? = 2% — 12z + 20
de rang 1 sur Q. On construit ainsi la courbe FE35/1; de petit conducteur
2-3-5-7-11-13-251, ainsi que E3/48 de conducteur 2-3-5-7-13-239-827.

Il en est de méme pour la courbe Ey,(,) avec le point P +2A. L’une des
plus petites valeurs obtenue pour d est 11-17/(2413).

5. Courbes de rang > 3. Divers exemples de courbes de rang 3 ont
été trouvés et se répartissent en plusieurs classes.

1) Le premier cas correspond & un point sur les courbes d;(v) = d;(w),
di(v) = di(t). Chaque égalité définissant une courbe elliptique, ces cas corre-
spondent a des points rationnels sur des courbes de genre > 1. Par exemple,

soit
72 ~11 ds —1 (32
d=-—— =dy| — ) = d5(—28) = -
275 °< 7) (=28 == (23)

et la courbe Ey
5  31-41-71 26317 29 5 20317.29

sz YT s YT T T
de conducteur 2-3-5-7-11-29-41-421 - 2143. Les points suivants sont
indépendants :

5411 58113
26347.99 2143872992
Pd5 - y

227.29 227213.19-292
Pdo = - )

551121327 59114133

, [ 233%7.23 233772
Fa =\ =553 5117 )

2) La valeur d = —45/11 est obtenue en spécialisant en w = —5/3,
t =0, et z = 10 les trois fractions rationnelles construites avec les méthodes
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précédemment données, dg(w),dg(t) = —% et (ds — 1)/ds(2).

Les points
3(t+2)(2t +5)2(t +4) 18(t +4)%(t +2)(2t + 5)3
82(@+&+nﬂu&ﬁ’@+&+nﬂu&ﬂ)’
P — (6(2 —1)22(22 4+ 1)(2 — 2) 362%(z —1)(22 + 1)?(z — 2))
(z=4)(z+1)2(2+2)2 7 (2—4)2(z2+1)3(2+2)3
sont rationnels sur E;. Le calcul du régulateur montre qu’ils sont indépen-
dants, ce qui donne la courbe et les points suivants :

5 2399 2334527 5 2331577
VoWt s Ve s
2.3.7 22327231
P6: y ’
11 113
233 .52 263253
PSZ sy T 142 |
112 113
2.3.527 2.3.5%72
P = , )
112 113

3) La courbe elliptique de rang 3 de plus petit conducteur est sans doute
obtenue avec d = 21/40 (voir [2]) ; son équation est
1999 327219 4 327719
2652 Ty + 2953 y=ax"+ 2953 z

y: +

et son conducteur vaut 2-3-5-7-19 - 239 - 419. Elle possede les points
rationnels indépendants

Py

[ 327-19 37719
o\ 2653 7 2955 )7

52 o 4
PZ:(_37’3 7)7
2353 2854

( 3219 3619>
P3 = —_— — — .
2752’ 21353

Les deux premiers points correspondent a

21 21 dqi(1/8) —1
2= dy(—6) et == di(1/8) -1
40 40 dy(1/8)

Le troisieme point ne provient pas d’une famille d,, rencontrée dans nos
calculs.

REMARQUE 8. Les calculs de rang ont été faits avec Maple et Apecs,
Pari et mwrank (J. Cremona).
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