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1. Introduction. Il est connu depuis les travaux de H. Weyl [29],
P. Bohl [5] et W. Sierpinski [25, 26] que la suite (na),en est équirépartie
modulo 1 si et seulement si « est irrationnel. Etant donné un nombre irra-
tionnel a € [0,1[, on définit la discrépance a lorigine de la suite (na)pen
par

N-1
Di() = sup | 3" (xopi({na}) - 8.
B[ "y
Cette quantité mesure la déviation de la suite (na)pen par rapport a une
répartition idéale. (Ici {z} = x— || désigne la partie fractionnaire de x.) De
nombreux auteurs ont étudié D} (o) pour « irrationnel, notamment pour
les plus récents citons : C. Baxa [2, 3], C. Baxa et J. Schoissengeier [4],
Y. Dupain [9], Y. Dupain et V. T. Sés [11], J. Lesca [14], L. Ramshaw [19],
H. Niederreiter [15], J. Schoissengeier [23, 24] et V. T. Sés [27]. De
nombreuses références complémentaires pourront étre trouvées dans
louvrage de L. Kuipers et H. Niederreiter [13] et plus récemment dans celui
de M. Drmota et R. F. Tichy [6].
Si 8 € [0, 1], on définit également la quantité

N—-1
Axy(e,8) = | 3 (xpadna}) - 8,
n=0

que nous appellerons discrépance locale a ’origine de la suite (na)pen en 5.
Les principaux résultats concernant I’étude de la discrépance locale des
suites (na)pen ont été obtenus par H. Kesten [12], Y. Dupain [8], Y. Du-
pain et V. T. Sés [10]. Plus récemment C. Pinner [17, 18] a obtenu des
résultats similaires en étudiant certaines sommes liées a la discrépance des
suites (na)pen. Notons que

Dy(a) = sup (Ay(a, B)).
Belol
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De facon générale, les résultats de discrépance sur les suites (na)pen ont été
obtenus en utilisant le développement en fraction continue du nombre « et
des systemes de numération directement issus de ce développement, comme
le systeme de numération d’Ostrowski [16].

Notre but est d’étudier le comportement asymptotique de A%} («,3)
lorsque « est un nombre quadratique et 5 € Q(«). Pour cela, nous n’utilisons
pas les systemes de numération classiques évoqués précédemment. Nous ba-
sons notre travail sur 1’étude, menée dans [1], d’une classe particuliere de
suites symboliques définies sur un alphabet binaire. Dans le paragraphe 4,
nous introduisons un systéme de numération généralisé associé a une sub-
stitution, introduit par G. Rauzy [22], J.-M. Dumont et A. Thomas [7].
Cet outil est fondamental pour notre étude, il remplace en quelque sorte le
systeme de numération d’Ostrowski utilisé habituellement.

Le travail que nous présentons ici est fondé sur une idée introduite,
a travers un exemple, par G. Rauzy [21, 22]. Un des intéréts de cette
nouvelle approche est d’obtenir ultérieurement des résultats de répartition
pour des suites multi-dimensionnelles. En effet, I’absence de bon équivalent
multi-dimensionnel au développement en fraction continue constitue un frein
important a la compréhension des suites de Kronecker par des méthodes
généralisant directement celles utilisées usuellement en dimension 1. De plus,
les seuls exemples connus d’ensembles non triviaux a restes bornés pour les
suites de Kronecker sont obtenus a l’aide du systéme de numération que
nous utilisons au paragraphe 4. Ces ensembles sont a frontiere fractale et
possedent de nombreuses propriétés géométriques, ergodiques et combina-
toires. Le plus célebre d’entre eux est étudié par G. Rauzy [20], il est connu
sous le nom de fractal de Rauzy.

2. Résultats et notations. Considérons un couple (o, 3) € [0, 1[? avec
a ¢ Q. Introduisons la quantité suivante :
N-1
wh(en B) =Y (xpg({na}) - B).
n=0
Alors
ATV(aa ﬁ) = |w]—~\_[(a’ ﬂ)|
L’intervalle [0, 8] sera dit a restes majorés (respectivement minorés) si
la suite (wi(a,3))Nen est majorée (respectivement minorée). Il sera dit
a restes bornés s’il est a la fois & restes majorés et a restes minorés, ce
qui revient & dire que la suite (A% (o, 5))ven est bornée. Il est déja connu,
d’apres un résultat de H. Kesten [12], que la suite (A% (o, )) Nen est bornée
si et seulement si 8 € Z + oZ.
Dans le paragraphe 5, nous démontrons les résultats suivants :
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THEOREME 1. Soit (o, B) € [0,1[* tel que o soit un nombre quadratique
et B € Q(a). Nous exhibons un algorithme calculant les quantités

+ + A
lim sup “n \0) (. 6) . liminf “n \0) (@, 8) , limsup —”(a’ A )
n— oo logn n—oo  logn n—oo logn

De plus, Uintervalle [0, 5[ est a restes majorés (respectivement minorés)
pour la suite (na)nen si et seulement si limsup,,_. w,i(a,3)/logn = 0
(respectivement liminf,, o w; (o, 3)/logn = 0).

COROLLAIRE. Considérons un couple (a, 3) € |0, 1[2 pour lequel a dé-
signe un nombre irrationnel quadratique, f € Q(«) et § & Z + oZ. Il existe
alors une constante c strictement positive, calculable explicitement, telle que

A*

N(av ﬂ) > ¢
log N

pour une infinité d’entiers N.

Rappelons que V. T. Sés [27] a montré que la conclusion du corollaire
précédent est en fait vérifiée par presque tout 3 au sens de la mesure de
Lebesgue sur |0, 1]. Nous proposons donc une réalisation effective, pour cer-
tains 3, du résultat métrique de V. T. Sés.

Dans le paragraphe 6, nous obtenons également, en appliquant notre
méthode dans le cas d’un exemple précis, le résultat suivant :

D* V3-1 A* V3—1 ’ 1
lim sup —* ( 2 ) = lim sup — ( 2 2 ) .
n—oo log n n—oo log n

Dans la suite, nous ferons appel a certaines définitions et notations clas-
siques en dynamique symbolique, que nous rappelons donc ici.

On appelle alphabet un ensemble A, fini et non vide. Les éléments de A
sont appelés lettres. Un mot (fini) sur A est une suite finie de lettres de A et
un mot infini sur A est une suite d’éléments de A indexée par N. La longueur
d’un mot fini w, notée |w|, est le nombre de lettres le composant. Le mot
vide, noté ¢, est 'unique mot de longueur 0. On note A* ’ensemble des mots
de longueur finie sur A et AY I’ensemble des suites sur A. Si w = wow; . .. wy,
est un mot sur A, on appelle préfize (respectivement préfize strict) de w
tout mot de la forme wy ... wy avec 0 < k < n (respectivement 0 < k < n),
ou vide. Si U = uguq ... Uy ... est un mot infini sur A, on appelle préfixe de
U tout mot (fini) de la forme wugu; ... ux avec k entier, ou vide.

Soit U = (ug)ken une suite symbolique définie sur un alphabet 4. On
appelle facteur de U tout mot fini de la forme w;u;41...uj, 0 < i < j. Une
suite dans laquelle tout facteur admet une infinité d’occurrences est dite
récurrente. Lorsque ces occurrences ont de plus lieu a lacunes bornées, la
suite est dite uniformément récurrente. Si w est un facteur de U et a une
lettre de A, alors |w|, désigne le nombre d’occurrences de la lettre a dans
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le mot w. L’application classique de décalage (shift en anglais), notée S,
associe a une suite U = (ug)r>0 la suite S(U) = (ug)r>1-

On définit sur A* une opération, dite de concaténation, qui consiste
simplement & juxtaposer deux mots. Muni de cette opération, I’ensemble A*
est un monoide libre dont ’élément neutre est £. Une application de A vers
A*\{e}, appelée substitution sur ’alphabet A, se prolonge par concaténation
en un endomorphisme du monoide A* puis en une application de AN dans
lui-méme. Etant donnée une substitution & définie sur A, on appelle matrice
d’incidence de § la matrice M¢ = (|§(j)]i) (i jyeaz- La substitution £ est
dite primitive s’il existe un entier k tel que pour tout élément a de A et
tout élément b de A, b soit facteur de £¥(a). Le fait qu’une substitution
soit primitive est équivalent au fait que sa matrice d’incidence admette une
puissance strictement positive.

3. Liens entre problémes de répartition et suites symboliques.
Etant donné un nombre irrationnel a € [0, 1], nous nous intéressons aux
problemes de répartition de la suite (na)peny par rapport a un intervalle
[0, B[, ou B € [0, 1]. Plus précisément, nous cherchons & comprendre le com-
portement asymptotique des quantités w;(a,ﬂ) et donc Ay (e, 3), intro-
duites aux paragraphes 1 et 2. Nous montrons, dans ce paragraphe, que cette
étude est intimement liée & la bonne compréhension de certaines suites sym-
bolique. Nous exhibons parmi ces suites symboliques celles faisant intervenir
des phénomenes d’autosimilarité.

Considérons donc un couple (o, ) € [0, 1[2, a ¢ Q. Introduisons alors la
suite U = (up)nen définie sur I'alphabet binaire {a, b} par

(3.1) w = {a si {na} € [0, 5],
b sinon.

Cette suite symbolique contient exactement l'information nécessaire et suffi-
sante pour évaluer les quantités que nous désirons étudier. En effet, I’égalité
suivante est vérifiée :

N-1

> (s ({na}) = B) = luour ... un—1]a — N,

n=0
Remarquons que le codage U de la suite (na)pen doit étre vu comme une
opération de simplification, en ce sens qu’il parait plus aisé d’étudier une
suite définie sur un alphabet fini qu’une suite a valeurs dans l'intervalle [0, 1].
Nous devons donc a présent comprendre 1’évolution du nombre de a appa-
raissant dans un préfixe arbitraire de U. Lorsque la suite U fait intervenir
des phénomenes d’autosimilarité, c’est-a-dire si U est liée a un point fixe
de substitution, nous verrons au paragraphe 4 qu’il existe un outil puissant
pour mener cette étude.
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Nous avons précédemment montré le résultat suivant :

THEOREME 3.1 ([1]). Soit (o, 8) € [0,1[% un couple tel que o soit un
nombre quadratique, 8 € Q(«a), B & Z+aZ et U la suite définie sur l’alphabet
{a,b} a partir du couple (o, ) comme en (3.1). Alors si a < 3 (respective-
ment o > f3), il existe un morphisme de monoide libre ¢ de {1,2,3}" vers
{a,b}N et une substitution & sur {1,2,3}" tels que

U=¢(Xe) (respectivement U = aS(p(X¢))),

ot X¢ = limy, o0 §*(1) est point fize non périodique de & et S désigne le
shift usuel sur {a,b}. De plus, dans les deuz cas, & vérifie :

(i) € est une substitution primitive, (1) commence par 1 et [£(1)] > 2,
(ii) la matrice d’incidence de & admet trois valeurs propres simples réelles
0,1 et 1/6, avec 6 > 1.

Dans [1], nous remarquons qu’une suite U associée a un couple (a, 3)
comme en (3.1) est intimement liée & un échange de trois intervalles. Nous
montrons, par un raisonnement d’induction, qu’il est possible d’obtenir cette
suite en itérant quatre substitutions définies sur l'alphabet {1,2,3} & par-
tir de la lettre 1 puis en projetant la suite ainsi obtenue a l'aide d’un
morphisme de monoide libre de {1,2,3}* vers {a,b}*. L’ordre d’itération
des substitutions est déterminé par un algorithme de type “fractions con-
tinues” développant les parametres a et 3. Nous montrons que cet algo-
rithme vérifie un théoréeme de type Lagrange, le développement associé au
couple (a, ) étant ultimement périodique si et seulement si « et (§ ap-
partiennent & un méme corps quadratique. Les conditions imposées sur les
parametres (a, ) dans le théoréeme précédent sont donc équivalentes au fait
que le développement de type “fractions continues” associé aux parametres
soit ultimement périodique. Notons que ce développement nous permet de
déterminer les applications ¢, £ (et donc la valeur de 6) introduites dans le
théoreme 3.1.

Dans toute la suite les couples (c, 3) considérés vérifieront les hypothéses
du théoréeme 3.1.

Supposons que a < (. D’apres le théoreme 3.1, la suite U est alors
obtenue comme image du point fixe de la substitution £ par la projection ¢.
Soit U, = ugui...u,—1 le préfixe de longueur n de la suite U. Si X} =
201 ... Tp—1 désigne le préfixe de longueur k de la suite X, il existe alors
un unique entier Ny, tel que ¢(zox ...z N, —1) soit un préfixe de ugu; ... up—1
et uguy ... u,—1 soit un préfixe strict de ¢p(xox1...zN,)-

Posons

SH(U):#{O§k<n:uk:a}+%#{O§k<n:uk:b}.
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Alors

w (o
Su(0) = 2]

Ainsi, en associant respectivement les “poids” 1 et 3/(5 — 1) aux lettres a
et b, le poids S, (U) du préfixe de longueur n de la suite U est un multiple de
wy (a, ). Nous allons maintenant montrer qu’en associant les “bons poids”
aux lettres 1, 2 et 3, les poids des préfixes du point fixe de la substitution
¢ nous renseigneront sur w;(c, 3). Cette étape nous permettra de travailler
directement avec la suite X¢ et d’oublier ensuite la projection ¢. Pour cela,
nous introduisons 'application f définie de {1,2,3} dans R par

32) O =160)a+ 10l powr i {1,2,3)
Sim € {1,2,3}*, on pose
0 sim = e,

() -
S (m) {Z?l flaj) sim=ajaz...ax, aj € {1,2,3}.
Alors, comme 3 —1<0

S(f)(XNn) + C’% < S,U) < S(f)(XNn) + C,

ou C' = max{|p(1)],[¢(2)],|¢(3)]}. On obtient donc

(1= B)SV(Xn,) = CB < wi(a, ) < (1= B)SYV(Xn,) +C(1 - B)
et ainsi
(3.3) wi (@, ) = (1= B)SV(Xy,) +O(1).

On remarquera de plus que N,, < n < C(N, + 1), et du fait que la suite
(Npn)nen prend toutes les valeurs entieres, nous pouvons déduire les égalités
suivantes :

: wi (o, B) . SV (Xn,)
(3.4) hrILILSogp 7logn =(1-p) hrllliszp Toe N,
(f)
= (1 — ) limsup 5 (Xn),
n—o0 logn
+ ()
08 e = - g S
S(f)(Xn)

= (1 — () liminf
n—oo  logn
D’apres [15] les quantités introduites dans les deux équations précédentes
sont finies des que « est & quotients partiels bornés, ce qui est bien str le
cas lorsque « est quadratique.
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REMARQUE 3.2. Le théoreme 3.1 implique que les égalités (3.3), (3.4)
et (3.5) sont vérifiées méme si o > 3.

Il est déja connu, d’aprés un résultat de H. Kesten [12], que la suite
(A% (o, B))nen est bornée si et seulement si § € Z + aZ. C’est pourquoi il
ne faut pas voir la condition 8 € Z + aZ comme trop restrictive pour notre
étude.

D’apres I’équation (3.3), lintervalle [0, 8] est un intervalle & restes ma-
jorés (respectivement minorés) pour la suite (na)pen si et seulement si la
suite (SU)(X,,))nen est majorée (respectivement minorée).

Nous utiliserons le lemme suivant au paragraphe 4.

LEMME 3.3. Soit € > 0 et w un facteur de la suite X¢. Alors, il existe
un entier ne tel que |w| > n. implique
SO (w)
|w]
Preuve. Soit € > 0 et C = max{|p(1)|,|p(2)|,|¢(3)|}. L’équirépartition

modulo 1 de la suite (n«a) implique l'existence d’un entier n. tel que pour
tout entier N > ng,

N-1
(3.6) sup % ‘ kZ:O X[zy({ka}) = N(y —x)| < %

0<z<y<l1
Considérons w un facteur de la suite X¢ de longueur supérieure a n.. Alors
v = ¢(w) est un facteur de U de longueur également supérieure a n. et il
existe un entier ky, tel que v = g, Uk, +1 - - - Ug, 1|v|-1- On obtient ainsi

g
S (W) = Uk, Ukyy+1 - - - Ukw+|v\—1’a + ﬁ|ukwukw+1 e Ukw+\v\—1|b

m (| kg Uty 41 - - -ukw+\u|—1\a — |[v]B)

1 kw—+|v|—1
= m ( Z X[o,ﬁ[({ka}) - Mﬂ)
k=kuw
[v|—1
= 75 (X xoai(tha + kua)) = [o]8).
k=0

Si {kya} > 3, alors

1 [v]—1

() = 775 (2 X thwo)1—truar-al((had) = [ol3),
k=0

et si {kya} < 3, alors
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[v]—1
S(w) = 775 (3 Xt-ruapa(fhad) = fol{hua)
k=0
lv]—1

+ > Xoa- oy kal) = I3 - (k).

Dans les deux cas, (3.6) implique

S
SDw)| _ <

o] c’
puisque |v| > n.. De plus, comme |v| < Clw|, il suit

[SY (w)|

<& . m
|wl

4. Systéeme de numération généralisé et substitution. Nous voila
ainsi conduits a évaluer une somme liée a un point fixe de substitution pri-
mitive. Pour cela, nous allons utiliser un systeme de numération associé a la
substitution £. Ce systéme est introduit par J. M. Dumont et A. Thomas [7]
sous une forme classique. Dans [22], G. Rauzy en donne une version plus
visuelle & I'aide de 'automate des préfixes. C’est ce point de vue que nous
avons choisi d’adopter.

DEFINITION 4.1. Considérons une substitution ¢ sur un alphabet A. Le
sous-ensemble de A* formé des préfixes stricts des images par o des éléments
de A sera noté Pref ou Pref, si une confusion est possible. L’ automate des
préfires associé a la substitution o est défini par :

e A est 'ensemble des états de I’automate,

e Pref est 'ensemble des étiquettes,

e il existe une fleche de I'état a vers ’état b étiquetée par le mot m si
mb est un préfixe de o(a).

€ 13,132
1 1,1322
1,132

Fig. 4.1. Exemple d’automate des préfixes dans le cas de la substitution 1 — 13, 2 +— 13223,
3+— 1323
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DEFINITION 4.2. Un chemin étiqueté C reconnaissable par 'automate
des préfixes associé & o sera noté sous la forme

((i0,11, Eo), (1,12, E1), ..., (in—1, in, En—1)),

ij € Apour 0 < j <n, Ej € Pref, pour 0 < j <n — 1. L'entier n désigne
la longueur du chemin.

On appellera suite des états associée au chemin C la suite (ig,i1,. .., i)
et suite des étiquettes associée au chemin C la suite (Eg, Eq,...,En,—1).
L’ensemble des chemins étiquetés de longueur n reconnaissables par ’auto-
mate des préfixes associé & o sera noté C.

On appellera chemin reconnaissable par l'automate des préfizes associé
a o une suite (ig,%1,...,4,), ij € A pour 0 < j < n, pour laquelle il existe
un chemin étiqueté reconnaissable par I'automate des préfixes associé a o
dont la suite des états est (ig,i1,...,0n).

Le principal théoréme concernant I’automate des préfixes associé a un
point fixe de substitution est le suivant :

THEOREME 4.3 (Dumont et Thomas [7], Rauzy [22]). Conservons les
notations de la définition 4.1 et supposons de plus qu’il existe a € A tel
que o(a) commence par a et |o(a)| > 2. Notons alors X, l'unique point fize
de o commengant par a.

(i) Pour tout entier N, il existe un unique chemin étiqueté reconnais-
sable par l'automate des préfires associé o X, partant de a et étiqueté par
la suite (Eo, Er, ..., E,) tel que Eg # € et Xy = 0™(Ey)o" 1(E1). .. E,, ou
Xy désigne le préfize de longueur N de la suite X, .

(ii) Inversement, a un tel chemin correspond un unique préfize non vide
de X5, donné par la formule précédente.

(iii) De plus, |0"(a)| < N < 0" (a)|.

Revenons pour l'instant & notre substitution . Pour m € {1,2,3}*,
notons L(m) = (|m/i)ie{1,2,33- Alors

L(g(m)) = Mg(L(m))-

Donc, si i et j sont fixés dans {1,2,3}, la suite (J€"(j)|i)nen vérifie une
relation de récurrence dont les coefficients sont ceux du polynéme minimal
de M. Ainsi il existe des réels A;j, A; ; et A/, tels que pour tout entier n,

n(; n n\"
(4.1) k= x0" + 3+ (5 )

car, d’apres le théoreme 3.1, M admet trois valeurs propres simples réelles
qui sont 6, 1 et 1/60, avec § > 1. De plus, ces coefficients sont déterminés par



10 B. Adamczewski

la relation
-1

Aij I 1 1 1€ i

A;,j = 0 1 % 1€()]i
2 .

)‘;,,j 6?1 (%) |§2(J)|z‘

Par primitivité de &, la suite positive (|€™(j)|i)nen est non bornée. On a
donc A;j > 0. D’apres (4.1), il vient

3 3 3 1\"
(4.2) 1€ ()] = (;)\m)@"—k (;Ag,j) + (;M&)(a)

et

) = i G ()
1:13 3 3 1 n
= (X naf@)om+ (SN 0) + (o N70) <5> |
i=1 i=1

i=1
D’apres 1’équation (4.2), on obtient

)= (i)‘i,jf(i)><|£n(j)|_(21 g;jA (Ei m;{j)(%)">

+ZXJ ' (23) f('))(%)n.

Or, comme j est un facteur de X¢, £"(j) est également un facteur de X¢ et
la primitivité de £ implique que lim, . [£"(j)| = oo. D’apres le lemme 3.3,

SV ()
lim =S VY
0]
1l suit que, pour tout j € {1,2,3}, (322, Ai; f(4)) = 0. Ainsi

)= (ZA;,M + (Z”'ﬂ'f 9)(3)"

N (7) N'(4)
Finalement, pour tout j € {1, 2,3}, il existe deux nombres réels calculables
explicitement, A'(j) et \’(j), tels que pour tout entier n on ait

(4.3) s =3+ N6 (5 )

=0.
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Posons maintenant, pour m € {1,2,3}*

, 0 sim =g,
A(m) = {Z?zl A’(aj) sim=ajas...a, a; € {17273}7
et
. 0 sim =¢g,
Am) = {Zle N(aj) sim=ajaz...a, aj € {1,2,3}.

Pour tout (i, j) € {1,2,3}? tel que la suite (7, j) est un chemin reconnaissable
par I'automate des préfixes associé a £, on pose,

M5 = max{N'(E) : (i, j, E) € C¢},
m ;) =min{\N(E) : (i, 4, E) € C¢ }.

Nous allons a présent introduire deux nouveaux automates associés a la
substitution £ et construits & partir de 'automate des préfixes associé a &.

DEFINITION 4.4. Nous appellerons Amaxe, associé a X¢, l'automate
défini par :

e {1,2,3} est ’ensemble des états de 'automate,

e l'ensemble des étiquettes est formé des nombres M; ;) introduits ci-
dessus,

e il existe une fleche de I'état i vers I'état j, s’il existe m € Pref¢ tel que
mj soit un préfixe de £(7) ; cette fleche est alors étiquetée par le mot M (i.5)-

DEFINITION 4.5. Nous appellerons Amin ¢ associé a X¢, 'automate défini
par :

e {1,2,3} est 'ensemble des états de 'automate,

e l'ensemble des étiquettes est formé des nombres m; ;) introduits ci-
dessus,

e il existe une fleche de I'état i vers I'état j, s’il existe m € Pref¢ tel que
mj soit un préfixe de £(i) ; cette fleche est alors étiquetée par le mot M j)-

REMARQUE 4.6. Par construction de Apax¢ €t Aming, on est assuré que
les ensembles des chemins (non étiquetés) reconnaissables par chacun des
trois automates que nous avons définis sont identiques. En fait Apaxe et
Aming peuvent étre vus comme deux “sous-automates” de I'automate des
préfixes associé a £, en ce sens que tout chemin (non étiqueté) reconnaissable
par I'un de ces deux automates est un chemin (non étiqueté) reconnaissable
par 'automate des préfixes associé a &.

On peut remarquer que dans les deux automates définis précédemment,
une fleche de I’état i vers I’état j est nécessairement étiquetée par le nombre
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M; jy dans le premier automate et m; ;) dans le second. Nous pourrons
donc confondre les notions de chemin et de chemin étiqueté reconnaissable
par ces automates. On notera ainsi (ig, i1, ...,%,), pour chacun de ces deux
automates, l'unique chemin (étiqueté) de longueur n dont la suite des états
est (49,41, ...,1,). Compte tenu de cette nouvelle notation et de la remarque
4.6, nous pouvons définir les deux quantités suivantes pour tout chemin
(30,71, .- int1) € Cg“ :

n
Pr(io, i1,y ing1) = E My iy
k=0

n
Pm(io,’il, . ,’in+1) = E mik’ik+1.
k=0

Nous devons a présent définir une notion tres utile pour obtenir des
résultats précis a ’aide de ce type d’automates.

DEFINITION 4.7. Etant donné un automate dont Pensemble des états est
noté A, on appelle boucle élémentaire tout chemin étiqueté reconnaissable
par l'automate de la forme ((ig,i1, Fo),- -, (in—1,%n, En-1)), (0,71, -,in)
€ A" satisfaisant les deux conditions suivantes :

o Z'O = ina

o iy # 1, VO < j, k <n.

On notera &I I’ensemble des boucles élémentaires de 'automate.

REMARQUE 4.8. Comme les deux automates, Amax¢ et Amin¢, ne com-
portent que trois états puisque £ est définie sur un alphabet a trois lettres et
que chacune de leurs fleches ne porte qu’'une seule étiquette, ils ne peuvent
compter plus de 8 boucles élémentaires, a état de départ pres. Ces boucles
sont, si elles existent :

(17 1)7 (27 2)7 (37 3)7 (17 27 1)7 (17 37 1)7 (27 37 2)7 (17 27 37 1)7 (17 37 27 1)
Dans le cas de 'automate de la figure 4.1, les boucles élémentaires sont :

(1,1),(2,2),(3,3),(1,3,1),(2,3,2),(1,3,2,1).

5. Les principaux résultats. On introduit les quantités suivantes :

Py(B) } . {Pm(B) }
M = max :Be&ly, m=min :Bef&ly,
{ |B| B

A = max{| M|, |m|}.

Nous rappelons que 6 est la valeur propre dominante de la matrice d’inciden-
ce de ¢ introduite dans le théoreme 3.1.
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THEOREME 5.1. Avec les notations précédentes, les égalités suivantes
sont vérifiées :

W:(O&,ﬁ) 1_ﬁM

lim sup =

nooo logn  logf "’
+ _
lim inf <0 (@, 5) = 1-5 ;
n—oo  logn log 6
A 1-—
lim sup n(2 ) = b A.
n—00 lOg n log 0

REMARQUE 5.2. Soit (e, 8) € [0,1[> un couple tel que « soit un nombre
quadratique, f € Q(«a), § € Z + aZ. Le théoréme 5.1 nous dit que I'on peut
alors calculer algorithmiquement les quantités

+ + A
lim sup “n\0) (. 6) . liminf “n\0) (o, 8) ,  limsup 7”(0[’ A) ,
n—00 logn n—oo  logn n—oo logn

a laide de 'algorithme développé dans [1] qui, partant du développement
ultimement périodique d’un couple de parametres («, ), produit la substi-
tution & et la projection ¢ définie dans le théoréeme 3.1.

Dans le lemme suivant, nous montrons que les poids Py (i, 1, .. . ,ip) €t
Py, (i0,91,-..,4p) associés a un chemin (ig,1,...,4,) peuvent étre obtenus,
a une constante pres indépendante de n, en sommant des poids de boucles
élémentaires. Ce résultat traduit simplement que, d’une part, le petit nombre
d’états des automates contraint tout chemin a repasser régulierement par les
mémes états et donc a effectuer des boucles, et que d’autre part, 1’addition
des poids commute avec la concaténation.

LEMME 5.3. Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout chemin
reconnaissable par 'automate des préfives associé a X¢ dont la suite des
états est (ig,i1,...,in), il existe (B1, Ba,. .., By) € ()%, k éventuellement
nul, tels que :

k
(i) |Pasliosin, . yin) = Y Pu(B)| < €,
i=1
k
(i) |Puiosit, - vin) = Y Pu(Bi)| < C',
A 1=1
(iii) ‘n—Z|Bi| <2
1=1

Preuve. Raisonnons par récurrence sur la longueur n du chemin. Posons
C'" = 2max{max{|P (i, j)|, | Pm(i,7)|} : (i,5) € {1,2,3}?}. Considérons &
présent un chemin de longueur 1, (ig,i1). Alors |Pas(io,i1) — 0] < C' et
| P (%0,71) — 0] < C’. La propriété est ainsi vérifiée pour n = 1. De méme si



14 B. Adamczewski

(49,11, %2) est un chemin de longueur 2,
| Pas (o, i1, 42) — O] < [Py (io, i1)| + [Par(in, d2)| < C7,
| P (0, i1, 32) — O] < | P (io, 1)] + [P (i1, 2)] < C".

De plus I'assertion (iii) est satisfaite puisque & est nul. La propriété est donc
également vérifiée pour n = 2.

Supposons & présent que n > 3 et que la propriété est satisfaite pour tout
chemin de longueur strictement inférieure & n. Alors comme (ig, i1, ...,i,) €
{1,2,3}"*1 on est assuré qu'il existe (I,h) € {0,1,2,3}2, 1 < h, tel que
iy = ip. Nous pouvons alors poser b/ = min{m > [ : i, = 4;}. Ainsi
(ig,...,ip) est une boucle élémentaire et (ig,...,%, 941, .,0n) €st un
chemin reconnaissable par I'automate des préfixes associé & £ dont la lon-
gueur est strictement inférieure a n. D’aprés 'hypothese de récurrence, il

existe (By, Bo, ..., Bi) € (€1)*, k pouvant étre éventuellement nul, tel que
k
‘PM(Z'O, i) — S Pu(Bi)] <
zk1
‘Pm(io, i) = > Pul(Bi)| < O,
i =1
= (W =)= Y |Bil| <2
i=1
Or
PM(io, 11, ,Zn) = PM(iQ, R P 7 YA P ,Zn) + PM<’il, ce, ih/),
Pm(io, Ty ,in) = Pm(io, R P Y YA P ,in) + Pm(il, ... ,ih/).
Ainsi, en posant Byy1 = (i, ..., 1), il vient
k+1
‘PM(z‘O,il, cin) = Y Pu(By)| <
"
‘Pm(ig,il, cin) = Pu(By)| < €,
i=1

k+1
i=1
ce qui acheve la démonstration. m

Preuve du théoréme 5.1. Considérons un entier N. D’apres le théo-
reme 4.3, il existe un unique chemin reconnaissable par ’automate des
préfixes associé a X¢, partant de 1, étiqueté par (Eo, E1, ..., E, ), Eo # ¢,
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et dont la suite des états est (ig,41,...,iny ), tel que

N =EW(E))E™HEY) ... Epy.

On a donc
nN

SD(Xy) =D SD(EF(By-1)).

k=0
Puis, d’apres ’équation (4 3),

k
S(f XN Z)\/ vk +ZA” - <1> .

Puisque les Ep. appartlennent a l’ensemble ﬁnl Pref¢ et que 6 > 1, on peut
en déduire que

ou la constante dans le O est 1ndependante de N. Il vient alors
Pr(i0, i1, -y iny) +O(1) < SU(Xn) < Paslio,in, - - ing) + O(1).

D’apres le lemme 5.3, il existe des boucles élémentaires B1, Ba, ..., By tels
que
k k
D Pu(Bi) +0(1) < SV (Xn) <Y Pu(Bi) +0(1).
i=1 i=1
D’ou
k | Bil k | B
> ( Pﬁéfl)) +0(1) < SV(xy) <> < P]’V[Eg%)) +0(1),
i=1 N j=1 v i=1 ~j=1 ¢
puis
|Bi| k |Bi|
61 S (m)+om) <sNxy <3 (Y M) +0q)
=1 j=1 =1 j=1

De plus, d’apres le (iii) du théoreme 4.3, [€"V(1)| < N < [¢"¥F1(1)]. Ceci
implique notamment que

(5.2) nn ~
et d’apres le (iii) du lemme 5.3,

()
m < SYN(Xn) < M

1
10g9+0 — logN — log6
On en déduit que

log N
logf’

+o(1).

SHXy) M SHXy) . m
li < lim inf > .
1]{]nj;10p logN ~ log6’ Nioo logN ~ log#
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Finalement, d’apres les équations (3.4) et (3.5), il vient

+ wt

Q, M(1— a 1-—

lim sup it ﬂ)g ( ﬁ), lim inf wy (@ ) Zm( ﬂ).
Neooo logN log 0 N—oo log N log 8
Nous allons maintenant construire deux chemins optimisant les inégalités
précédentes. Considérons (ig, i1,...,1p) € £l vérifiant
PM(iQ’il"",’ ip) M
|(i0, 1, .., 0p)|

La primitivité de § impliquant la récurrence de la suite X, I'automate des
préfixes associé a £ est fortement connexe. Il existe donc un chemin recon-
naissable par 'automate des préfixes associé a & partant de 1 et joignant ig.
Notons ((ag, a1, Ep), (a1,a2, E1), ..., (aj—1,%0, E;—1)) un tel chemin étiqueté,
avec donc Ey # € et ag = 1. Pour tout entier k, on considere le chemin
étiqueté suivant :

((ag,a1, Ey), (a1,a2, E1), ..., (a;-1,10, E1—1),
(i0, 71, Mig iy )y - - (ip—1,0p, My, 1 4,)).
itéré k fois
Ce chemin de longueur [ + kp est reconnaissable par ’automate des préfixes

associé a &, commence par 1 et vérifie £y # . D’apres le (ii) du théoreme 4.3
et I’étude précédente, il existe un entier Nj tel que

p—1
XNk Z)\’ +kZMZM;+1+O()
7=0
et de plus
logNk
I+ kp) ~ .
(I + kp) Tog 0

Il vient ainsi

N(Xn,) Zx ) 4 kM| (ig, i1, . - . ,ip)| + O(1)

et donc
N(Xn,) Z/\’ )+ kpM + O(1).
Finalement )
lim 5K = M )
k—oo log N log 8
En considérant un chemin (i, i, ... ,i,) € £ vérifiant

Ponlily it ..., i)
(i, 35 - - -5 00|

:m’
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on construirait de facon analogue une suite de préfixe de X¢, (X N,g)keNv
vérifiant

. SO Xy  m
el log N, logf’

Ceci acheve la démonstration d’apres les équations (3.4) et (3.5). =

Le corollaire suivant est a rapprocher des résultats obtenus par Y. Dupain
et V. T. Sés [10] et plus récemment par C. Pinner [18].

COROLLAIRE 5.4. L’intervalle [0, 5[ est a restes majorés (respectivement
minorés) si et seulement si M = 0 (respectivement m = 0).

Preuve. Le fait que {(1) commence par 1 implique que (1,1,¢) est un
chemin étiqueté reconnaissable par 'automate des préfixes associé a o.
Comme X\ (g) = 0, on obtient que m < 0 < M. Le résultat découle alors
immédiatement de I’équation (5.1), obtenue dans la démonstration du théo-
reme 5.1, et de la remarque 3.2. u

REMARQUE 5.5. Soit («, ) € [0, 1[2 un couple tel que « soit un nombre
quadratique, § € Q(«a) et 8 € Z + aZ. Le corollaire 5.4 nous dit que 'on
peut alors répondre algorithmiquement, a I’aide de 'algorithme développé
dans [1], & la question : l'intervalle [0, 3] est-il & restes majorés ou minorés
pour la suite (na)pen 7

COROLLAIRE 5.6. Etant donné un couple (o, B) € [0, 1[2, st « désigne
un nombre irrationnel quadratique, f € Q(«) et B € Z + oZ, alors il existe
une constante c strictement positive telle que

A*
N(aaﬁ) S ¢
log N

pour une infinité d’entiers N.

Preuve. D’apres le théoreme 5.1, il vient avec les notations précédentes :

%

lim sup An( ) _1-5

N—00 logn log 6

Comme (1 — 3)/logf > 0, il suffit de montrer que max{|M|,|m|} > 0

pour tout couple («, 3) satisfaisant les conditions demandées. Or d’apres un

théoreme de H. Kesten [12], 'intervalle [0, 3] est a restes bornés si et seule-

ment si # € Z + aZ. Ainsi, pour les couples («, ) que nous considérons,

I'intervalle [0, 5] n’est jamais & restes bornés. Nous sommes donc assurés, par

le corollaire 5.4, que les quantités m et M ne peuvent étre simultanément
nulles. Ceci implique donc la stricte positivité de max{|M|,|m|}. m

max{| M|, [m][}.

Le corollaire 5.6 est a rapprocher des résultats métriques obtenus au
début des années 80 par V. T. Sés [27] et & ceux plus généraux obtenus par
R. Tijdeman et G. Wagner [28].
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THEOREME 5.7 (S6s [27]). Soit o un mnombre irrationnel. I existe une
constante c, strictement positive et indépendante de «, telle que pour presque
tout B au sens de la mesure de Lebesgue sur |0, 1], on ait

A*
N(aaﬁ) S ¢
log N

pour une infinité d’entiers N.

6. Un exemple détaillé. Dans ce paragraphe, et afin de clarifier I'étude
précédente, nous détaillons notre méthode dans le cas d’'un exemple précis.
Nous en déduisons, en utilisant un résultat de J. Schoissengeier [24], une
propriété sur la discrépance de certaines suites (na)nen.

Considérons le nombre quadratique o = (v/3 — 1)/2. Nous nous intéres-
sons a la répartition de la suite (na)nen par rapport a lintervalle [0,1/2].
Notons U = (up)nen la suite définie par

" - {a si {na} €[0,1/2],
" b sinon.

En utilisant ’algorithme d’induction que nous décrivons dans [1], G. Rauzy
[21] montre que

U = ¢(Xe),
ou ¢ est le morphisme de monoide libre défini par
¢ :{1,2,3N = {a,b}",
1+ a,
2 — abb,
3+ ab,
et X¢ est 'unique point fixe commencant par 1 de la substitution primitive
¢ définie par
€:{1,2,3N - {1,2,3}",

1+— 13,
2 — 13223,
31— 1323.
On introduit alors 'application f définie, comme dans I’equation (3.2), par
f:{1,2,3} = R,

1—1,

2—1—-1—-1= -1,

3—1—-1=0.

Nous allons & présent calculer les coefficients A'(j), j € {1, 2,3}, introduits
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dans I’équation (4.3). La matrice d’incidence de &, notée M¢, est donnée par

111
Me=|0 2 1
12 2

Le polynéme caractéristique de M; est le polynome réciproque suivant :
P (t) = —t* + 5t* — 5t + 1.
On en déduit que Mg admet trois valeurs propres simples réelles qui sont

0=2+V3, 1 et 1/0=2-1/3.
Les coefficients N/

e (i,7) € {1,2,3}2, introduits dans I’équation (4.1), sont
alors déterminés par les relations

i j 1 1 1 1€° ()i

i\ 2+v3 1 2-V3 €)1
AL 2+v3)2 1 (2—-v3)? €2 () s
Apres calcul, on obtient
,1,1 = 1/27 ,1,2 = _1/27 /13 =0,

)

/2,1 = _1/27 )‘/2,2 = 1/27 )‘/2,3 =0,
)‘g,l = 1/27 )\572 = _1/27 A%,?} = 07

bl
|

puis
(6.1) N1 =1, N@2)=-1, N(3)=0,

car 5
N(j) =D NI,
i=1

L’automate des préfixes associé & la substitution £ est représenté sur la fi-
gure 4.1. A partir de ce dernier et de I'équation (6.1), nous sommes en mesure
de représenter les deux automates Apaxe et Amine, comme le montrent les
figures 6.1 et 6.2.

Fig. 6.1. L’automate Apax ¢
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Fig. 6.2. L’automate Ap;in ¢

On obtient immédiatement, M et m désignant les quantités introduites
au début du paragraphe 5, que M = 1 et m = 0. Finalement, le corol-
laire 5.4 entraine que lintervalle [0, 1/2[ est & restes minorés pour la suite
(n(*/‘;’z_l))neN et donc que intervalle [1/2, 1] est a restes majorés pour la
suite (n(‘@_l))neN. De plus, d’apres le théoreme 5.1, on obtient
A* \/§—1’ 1 1

(6.2) lim sup 2(73) = .

00 logn 21og(2 + v/3)

En remarquant que le développement en fractions continues de (v/3 —1)/2
est [0;2,1], un résultat de [24] nous dit que

x (V3—=1
lim su b ( 2 ) = 2
P = —
2
On en déduit alors, d’apres I’égalité (6.2), le résultat suivant :
D (V31 Ar (311
(6.3) lim sup %) = limsup (5 5)
n—oo log n n—oo log n

REMARQUE 6.1. Un résultat identique est vérifié par d’autres couples
comme par exemple :

a:\/i_lv B:
2
a=v2-1, ==

O[:\/i—l, 5: _%7
V5 —1 V5 +5

5 o

QUESTION. On ne connait pas pour linstant d’exemple de couple véri-
fiant les hypotheéses du théoréme 5.1 pour lequel les conclusions de ’exemple
(6.3) ne sont pas vérifiées. Les exemples précédents laissent penser que (6.3)
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est vérifié par tout couple (a, 3) € [0, 1[2 tel que o soit un nombre quadra-
tique, B € Q(a) et f & Z + oZ. 1l serait donc intéressant de déterminer,
a étant fixé, quels sont les éléments (B € [0, 1] pour lesquels le couple («, (3)
vérifie les conclusions de (6.3).

Le fait que les conclusions de (6.3) soient vérifiées par tout couple («, 3) €
[0, 1[2 tel que a soit un nombre quadratique, § € Q(a) et 8 € Z + oZ
impliquerait que la constante c¢ intervenant dans le corollaire 5.6 pourrait
étre choisie indépendamment de § bien sir, mais également de «. En effet,
d’apreés un résultat de [11], nous savons que

D D¥(v2-1
inf <lim sup M) = lim sup L > 0.
a€R n—oo log n n—oo log n

Nous serions de plus en mesure d’exhiber une constante optimale donnée
donc par

: Di(v2-1) 1
lim sup = .
n—o0 logn 4log(1 +V/2)
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