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1. Introduction. On sait depuis les travaux de Philippon [10]-[12], puis
Bost-Gillet-Soulé [3] dans le cadre de I'intersection arithmétique, comment
définir la hauteur des variétés projectives, 'idée étant de considérer un point
comme une variété de dimension zéro et de généraliser ceci en dimension
supérieure. De méme que dans le cas des points, on sait pour les variétés
abéliennes munies d’un fibré en droites ample et symétrique définir une
hauteur particulierement agréable : la hauteur canonique ﬁg, ou hauteur
normalisée. En dimension zéro, il existe un théoreme caractérisant les points
de hauteur normalisée nulle; c’est un résultat de Kronecker dans le cas
de G,,.

Philippon [12] dans le cas d’un produit de courbes elliptiques, puis Zhang
[20] et David-Philippon [5] dans le cas général ont montré comment généra-
liser ce résultat pour caractériser les sous-variétés de hauteur normalisée
nulle : ce sont les translatées d’une sous-variété abélienne par un point de
torsion. On dit qu’une telle sous-variété est une sous-variété de torsion. La
réponse a cette question résoud une conjecture de Bogomolov, qui dans sa
formulation initiale a été démontrée en premier par Ullmo [18].

Ceci étant, on peut se demander comment minorer la hauteur normalisée
d’une sous-variété de hauteur non nulle d’une variété abélienne. Dans leur
article [5], David et Philippon ont formulé un probléme général (le probléme
1.7) contenant cette question. En terme du degré défini ci-dessous, on peut
notamment faire ressortir de la discussion suivant la formulation de leur
probleme ’énoncé suivant :

CONJECTURE 1 (David—Philippon). Soit A une variété abélienne définie
sur un corps de nombres k, munie d’un fibré ample et symétrique L. Soit V
une sous-variété stricte de A sur k, k-irréductible et qui n’est pas réunion
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de sous-variétés de torsion. Alors, on a l’inégalité
he(V)
deg,(V)
ou s est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant V', et
ot c(A/k, L) est une constante ne dépendant que de A/k et de L.

1.1. Degré et hauteur. Soient k un corps de nombres supposé plongé
dans C, et Oy son anneau d’entiers. On dira que V' est une variété algébrique
sur k si V est un k-schéma de type fini géométriquement réduit. On dira que
G est un groupe algébrique sur k si c’est une variété en groupes sur k. On dira
que A est une variété abélienne définie sur k si c’est un groupe algébrique
connexe propre et lisse sur k. Par sous-variété on entendra toujours sous-
variété fermée.

> c(A/k, L) deg (V) H/(s=dmV),

DEFINITION 1. On dit qu'une variété abélienne simple A/k sur un corps
de nombres est de type C.M. si son anneau d’endomorphismes tensorisé
par Q contient (apres éventuellement extension du corps de base) un corps
commutatif F' de dimension 2dim A sur k. Une variété abélienne A/k est
dite de type C.M. si son anneau d’endomorphismes tensorisé par Q contient
un produit de corps de nombres Kj X - - - x K, tels que Y [K; : Q] = 2dim A.

Soit X une variété projective munie d'un plongement ¢, : X < Pp
défini par un fibré £ tres ample sur X. Si O(1) dénote le fibré standard sur
o, onaprO(1)g ~ L. On note O(1) le fibré standard muni de la métrique
de Fubini-Study. Si V' est une sous-variété de X, on note V, I'adhérence
schématique de ¢, (V) dans P, .

DEFINITION 2. Si £ est un fibré ample sur une variété abélienne A, et V
une sous-variété de A, on appelle le degré de la variété V relativement a L,
et on note deg,(V), I'entier deg(c1(£)3™Y . V) ot deg est le degré projectif
usuel d’'un 0-cycle.

DEFINITION 3. On appelle hauteur de la variété V associée & L, et on

note hz(V), le réel hm(Vg) ol hm() est la hauteur, au sens de Bost—

Gillet—Soulé [3], associée au fibré hermitien O(1).

REMARQUE 1. Par le théoreme 3, p. 366, de [17], h. (V) coincide avec
la hauteur h(fy ) de Philippon, telle que définie au paragraphe 2 de [12],
ou fy, est une forme éliminante de I'idéal de définition de ¢, (V) dans
kE[Xo,...,X,]. (Le terme d’erreur de [17] disparait du fait du changement
de normalisation pour la hauteur de Philippon entre les articles [10] et [12].)

DEFINITION 4. Dans le cas o1 X = A est une variété abélienne, et ot £
est de plus symétrique, Philippon [12], puis Zhang [19] avec des méthodes
arakeloviennes, ont montré en utilisant un procédé de limite a la Néron—
Tate, comment définir une hauteur canonique, notée hr(-), sur I’ensemble
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des sous-variétés de A. Cette hauteur vérifie notamment : si X est une
sous-variété de A, de stabilisateur G, et si n est un entier, alors

R p2(dim X+1)
he(In)(X) = prre T e

DEFINITION 5. Soit A/k une variété abélienne. On dit que V est une
sous-variété de torsion de A si V = a + B avec a € Aiors €6 B une sous-
variété abélienne de A.

(X).

D’apres les résultats de Philippon [12], David—Philippon [5] et Zhang
[19], on a, si V est une sous-variété de A/k définie sur une extension finie
K/k,

he(V) =0 siet seulement si V' est une sous-variété de torsion.

DEFINITION 6. Soient V une sous-variété de A sur k, et 6 un nombre
réel positif. On pose V(0,L£) = {x € V(k) | he(z) < 6}. On appelle alors le

minimum essentiel de V', et on note u#*(V'), le réel

p2(V)y=1inf{0 >0 | V(0,L) =V}.
1.2. Résultats. Dans la direction de la conjecture 1, on a le résultat
suivant (cf. corollaire 2 de [14]) :

THEOREME 1. Si A est une variété abélienne de type C.M., L un fibré
en droites ample et symétrique de A, et si V' est une sous-variété algébrique
stricte de A sur k, k-irréductible et qui n’est pas réunion de sous-variétés
de torsion, alors on a l'inégalité

Joel = (V) > c(Afk. £)dege(V) /") log(3deg (1)),

ou n est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant V', et
ot k(n) est une constante effectivement calculable ne dépendant que de n
(par ezemple k(n) = (2n(n + 1)1)"*2 convient).

On se restreint dans cet article au cas particulier des hypersurfaces V
d’une variété abélienne de type C.M. Dans ce cas et sous les hypotheéses du
théoréme précédent, on a nécessairement n = g. En effet, par définition n
appartient a {g — 1, g}. De plus, si n était égal a g — 1, alors V serait une
réunion de sous-variétés de torsion, ce qui contredit I’hypothese faite sur V.
Ainsi, dans le cas des hypersurfaces, la conjecture est la suivante :

CONJECTURE 2. Sous les hypotheses précédentes, et en supposant de
plus que V' est hypersurface de A, on a l'inégalité

~

he(V) = c(A/k, L),
ot ¢(A/k, L) est une constante ne dépendant que de A/k et de L.

De méme, le théoreme 1 se spécialise en
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THEOREME 2. Sous les hypothéses précédentes, et en supposant que V
est une hypersurface de A, on a l'inégalité

he(V) = deg, (V)EE (V) = ¢(A/k, £)(log(3deg(V))) ™",

ot g est la dimension de A, et ot k(g) est une constante effectivement calcu-
lable ne dépendant que de g (par evemple k(g) = (29(g + 1)1)92 convient).

Dans ce cadre restreint aux hypersurfaces, on montre un résultat sensi-
blement plus fin en direction de la conjecture 2 : on peut prendre pour s une
valeur absolue, indépendante de g. En notant d; ; le symbole de Kronecker
(valant 1 si ¢ = j et 0 sinon), on démontre ici le résultat suivant :

THEOREME 3. Si A est une variété abélienne de type C.M., L un fibré en
droites ample et symétrique de A, et si V est une hypersurface irréductible
de A sur k qui n’est pas réunion de sous-variétés de torsion, alors on a
l'inégalité
(loglogdeg, (V)" +2%9-s:1

(log deg(V))*0o—s1

he(V) > degg(VIAFS(V) = c(A/k, £)

ot s est la dimension du stabilisateur de V.

Notons que dy—51 = 0 sauf si A/k est le produit £ x B d’une courbe
elliptique E/k et d’une variété abélienne B/k, et si V est de la forme ﬁx B,
ou P est un point k-rationnel de E qui n’est pas de torsion. Dans ce cas, en
supposant que A/k est une courbe elliptique, £ le fibré associé au diviseur
3(0), et olt V = {P} est 'ensemble des conjugués d’un point non de torsion
P € A(K) dans une extension finie D = [K : k], on retrouve exactement le
résultat de Laurent [9] sur le probleme de Lehmer elliptique, a savoir

~ c(A) (loglog D\ *
> .
P) 2 D < log D

Dans le cas d’'une “vraie” hypersurface (i.e., quand d,—s1 = 0), on obtient
une minoration un peu meilleure.

La démonstration suit fondamentalement les idées (et reprend une grande
partie des preuves) de larticle de David-Hindry [4] concernant le probleme
de Lehmer pour les points d’une variété abélienne. Il s’agit en fait d’une ex-
tension d’un travail de Amoroso—David [1] concernant le cas des tores, au cas
des variétés abéliennes de type C.M. On fait un raisonnement par ’absurde,
et on se fixe une hypersurface V' contredisant la conclusion du théoreme. La
preuve consiste essentiellement en une preuve de transcendance classique.

On commence tout d’abord par construire une fonction auxiliaire, nulle
avec un grand ordre sur V. Pour cela on met en oeuvre une astuce diie
a Amoroso—David (qu'ils introduisent dans [1]) permettant de se ramener
a un systeme d’équations fini et de hauteur controlée. Ceci nous permet
d’appliquer un lemme de Siegel pour construire la fonction auxiliaire F'.
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La deuxieme partie de la preuve, I’extrapolation, consiste a montrer que
F continue a s’annuler avec un ordre relativement grand sur les transformées
ay(V) de V par certaines isogénies o, ol v décrit un ensemble de places
finies convenables du corps de définition k (les «, sont des relevées sur
A/k des morphismes de Frobenius en caractéristique finie p, ; c’est pour
assurer l'existence de ces isogénies que 'on se restreint au cas C.M.). Il
s’agit d’une extrapolation aux places v-adiques. L’idée pour montrer ceci
est d’appliquer une généralisation du petit théoreme de Fermat : c’est la
méthode employée pour la premiere fois par Dobrowolski [6] dans le cas du
probleme de Lehmer sur G,,,. Cette idée a ensuite été reprise par Laurent [9]
dans le cas des courbes elliptiques a multiplication complexes puis étendue
au cas des variétés abéliennes de type C.M. par David—Hindry [4]. C’est
cette derniere généralisation que nous allons reprendre.

Ceci étant fait, il suffit pour conclure d’appliquer le théoreme de Bézout
géométrique pour aboutir & une contradiction (pour peu que les différents
parametres intervenant dans 1’étape de transcendance aient étés convena-
blement choisis). Pour cette derniére étape, on a besoin d’avoir une bonne
minoration du degré de I'union des a,, (V). Ceci se fait en suivant les calculs
de [4].

Remerciements. Je tiens a remercier Sinnou David pour m’avoir sug-
géré I’écriture de cet article, et je tiens également a remercier Marc Hindry
pour les nombreuses discussions que nous avons eues sur le sujet.

2. Frobenius, isogénies admissibles et dérivations

2.1. Morphismes de Frobenius. On commence par introduire quelques
notations :

Si k est un corps de nombres, on note O son anneau d’entiers, v une
place finie de k, et k, le corps résiduel associé a v.

Si A/k est une variété abélienne, on note .A4/Oy son modele de Néron, et
Ay /ky la fibre spéciale correspondant a la place finie v. Rappelons la pro-
priété universelle du modele de Néron : si X' /Oy, est lisse, de fibre générique
X/k, tout k-morphisme X — A se releve de maniére unique en un Op-
morphisme X — A.

Sur la variété A,/k,, on dispose d’'un endomorphisme particulier : le
morphisme de Frobenius Frob,, correspondant en coordonnées projectives a
I’élévation & la puissance ¢ = N(v), ou N(v) est la norme K/Q de v.

La propriété universelle du produit fibré A, = Ax e, k, permet d’associer
naturellement a tout Op-endomorphisme de A un k,-endomorphisme de A,,.
En utilisant la propriété universelle du modele de Néron, on en déduit une
fleche naturelle

v Endk(A) — Endkv (AU)
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Cette fleche n’est en général pas surjective, mais on peut par contre montrer
qu’elle est injective aux places de bonne réduction. Dans le cas C.M., un
théoréme de Shimura—Taniyama permet d’affirmer que le morphisme Frob,
se releve en presque toutes places :

PROPOSITION 1 (Shimura-Taniyama). Soit A/k une variété abélienne
de type C.M. Notons [[;_, K; le produit de corps de nombres qui est inclus
dans End;(A)®Q et tel quey ;| [K; : Q] = 2dim A. On suppose que le corps
de nombres k contient tous les K;, et que [[;_; Ok, est inclus dans Endy(A).
Alors, pour presque toutes places, I’endomorphisme Frob, se reléve en un
k-endomorphisme o, de A. On appelera morphisme de Frobenius sur A un
tel endomorphisme.

Démonstration. C’est le théoréme 1, paragraphe I11.13, de [16]. =

Ce sont ces morphismes de Frobenius sur A/k qui vont nous permettre
d’écrire 1’étape d’extrapolation.

REMARQUE 2. En fait on pourrait spécifier les places qu’il faut exclure
dans la proposition, mais nous n’en aurons pas besoin. Par ailleurs, pour
pouvoir appliquer le théoreme, il faut vérifier deux conditions : la premiere
est toujours satisfaite quitte a faire une extension de degré borné de k.
La seconde n’est pas toujours satisfaite, mais on peut toujours trouver une
variété abélienne isogene qui la vérifie.

Quitte a faire une extension de degré borné de k, et quitte a prendre
une variété abélienne isogene a la variété de départ, on supposera désormais
toujours que les hypothéeses de la proposition 1 sont satisfaites.

2.2. Isogénies admissibles. On rappelle la notion d’isogénie admissible
telle qu’introduite dans [4].

DEFINITION 7. Soient A une variété abélienne et £ un fibré ample sur A.
Une isogénie « de A est dite admissible par rapport a L si

(1) v est dans le centre de End(A),
(2) il existe un entier q(c), appelé poids de a, tel que a* £ ~ LOUY),

REMARQUE 3. En fait la condition (1) ne sert qu’a simplifier I’énoncé du
lemme 3. C’est la condition (2) qui importe vraiment. Les seules isogénies
qui nous intéresseront sont les relevées «,, des morphismes de Frobenius qui
sont admissibles (cf. la proposition 2).

LEMME 1. Soient A une variété abélienne de dimension g munie d’un
fibré en droites trés ample L, et o une isogénie admissible relativement a L,
de poids ¢ = q(«). Dans le plongement projectif de A, associé a L, A — Py,
on a:

(1) card(ker(a)) = ¢9,
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(2) pour toute sous-variété V. de A de stabilisateur Gy, on a
qdimV
= —Fd V).
|Gy Nker(a)| (V)
Démonstration. Le point (1) est facile : par définition, a*L ~ £%4, d’on
q? deg(A) = degea(A) = deg,.£(A) = [ker(a)| degy(A).
L’amplitude de £ nous assure que le dernier degré est strictement positif. On
simplifie pour conclure. Pour le point (2), il s’agit du lemme 6(ii) de [7]. =

degz(a(V))

LEMME 2. Soient G un sous-groupe algébrique de la variété abélienne
A/k, L un fibré trés ample sur A, et « une isogénie admissible relativement
a L de poids q(«) de A. On a

q(a)3mC < card(ker(e) N G) < [G: GOq(a)tmC,

Démonstration. On note que

(G : GY] card(ker(a) N G®) > card(ker(a) N G) > card(ker(a) N GO).
La restriction de « & la sous-variété abélienne G est encore une isogénie
admissible de poids q(a) pour (G°, L|go) (cf. lemme 2.4(ii) de [4]). Par le
lemme 1(1), on en déduit que le cardinal du noyau de cette isogénie /|0
est q(o)dimG’.

Soit V' une sous-k-variété stricte de A, k-irréductible. Le lemme sui-
vant (dont l'origine remonte & Dobrowolski [6]) montre que les images par
une isogénie admissible de ses composantes géométriquement irréductibles

sont essentiellement distinctes. On commence pour cela par donner une
définition :

DEFINITION 8. Soient A une variété abélienne et £ un fibré en droites
ample sur A. Deux isogénies admissibles de A par rapport a £ sont dites
premiéres entre elles si leurs poids sont premiers entre eux.

LEMME 3. Soient A une variété abélienne sur k de dimension g > 1,
L un fibré en droites trés ample sur A, V une sous-k-variété stricte de A,
irréductible sur k. Si V' n’est pas une réunion de sous-vari€tés de torsion
de A, on a :

(1) Pour tout couple («, ) d’isogénies admissibles pour L, de poids dis-
tincts, pour tout o € Gal(k/k), et pour toute composante géométriquement
irréductible W de V, les sous-variétés a(W) et B(a(W)) sont distinctes.

(2) Soit P un ensemble d’isogénies admissibles pour L, deur o deux
premieres entre elles. Notons Vi,..., Vi les composantes géométriquement
rréductibles de V', et notons Q le sous-ensemble de P défini par

Q=f{acP|3ij1<i<j<M, alV)=alVh
Le cardinal de Q est majoré par log M /log 2.
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Démonstration. Dans ce contexte il s’agit de la proposition 2.7 de [4]. =

On conclut ce paragraphe en “rappelant” que les morphismes de Frobe-
nius sur A/k sont des isogénies admissibles :

DEFINITION 9. Soient A une variété abélienne et £ un fibré en droites
ample sur A. Suivant Mumford, on dit que £ est totalement symétrique si
L est le carré d’un fibré symétrique.

Le théoreme de Lefschetz (cf. par exemple le théoreme A.5.3.6 de [8])
nous indique que si £ est un fibré en droites ample, alors £&3 est tres ample.

PROPOSITION 2. Soient A/k une variété abélienne de type C.M. véri-
fiant les hypothéses de la proposition 1, et L un fibré en droites trés ample
et totalement symétrique sur A. Soit o, un morphisme de Frobenius sur A
pour la place finie v. Alors, o, est une isogénie admissible pour L de poids

q(a).

Démonstration. C’est la proposition 3.3 de [4]. =

3. Données
3.1. Situation

DEFINITION 10. On dit qu’une sous-variété X de P, est projectivement
normale si son anneau de coordonnées S(X) est un anneau normal (i.e.,
intégralement clos).

On peut montrer (cf. par exemple Birkenhake-Lange [2, pp. 190-193])
que X C P, est projectivement normale si et seulement si elle est normale,
et pour tout d > 0 la fleche naturelle

HO Py, Op,, () — H°(X, Ox(d))

est surjective.

Concernant les variétés abéliennes plongées de maniere projectivement
normale, on a le résultat suivant, que l'on trouve dans [2, Theorem 3.1,
p. 190].

PROPOSITION 3. Soient A/k une variété abélienne et L un fibré en
droites ample sur A. Pour tout n > 3, le fibré L% définit un plongement
projectivement normal de A dans un espace projectif Pp.

Soit A/k une variété abélienne sur un corps de nombres, munie d’un
fibré symétrique ample £. Quitte & travailler avec £®* plutét qu’avec L,
on peut supposer que L est tres ample, totalement symétrique et définit
un plongement projectivement normal de A dans un projectif P,. On note
M = LK L le fibré sur A x A associé a L. Soit V une k-hypersurface
irréductible de A. On note Iy, 'idéal de définition de V dans P,,. Si N est
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un entier, on a
VCASAXA=PyxPy = Popy,
egre
x — (z,[N]z).

Soient L, T deux entiers. On note {so, ..., s;} une base de H%(AxA, M).
On peut, par projective normalité, choisir une base {Q1,...,Qn} du k-
vectoriel HO(Ax A, M®L) telle que tous les Q; sont homogenes de degré L en
les s;. De plus, on peut aussi voir les s; comme des (1, 1)-formes homogenes
de k[X,Y], ou X = (Xo,...,Xpn) et Y = (Yp,...,Y,). Enfin on note Tp
lespace tangent a l'origine de la sous-variété abélienne B = i(A) de A x A
définie par y = [N]z.

3.2. Choix des paramétres. Soit Cp un réel positif. On note s la dimen-
sion du stabilisateur de V, et §; ; le symbole de Kronecker (valant 1 sii = j
et 0 sinon). On pose

Ny = [Cg-i-?(]og degﬁ(v))l-‘r&g—s,l(log log deg£<V))1_269—571]’

_ [hos(C" V" (deg (V)" 2(log deg o (V))'/2(log log deg (V) 1)
log 2

N =2mt

T = [C3 deg, (V) log deg, (V) (loglog deg (V) 7%,
L =[C4T? deg (V) log deg (V) (log log deg - (V) 2],
Ty = [C§ deg,(V)(loglog deg (V) 2.

Ces parametres sont choisis de sorte que :

(1) Le nombre N est une puissance de 2 et vérifie I'encadrement

< O e (V)2 (log deg (V)Y (loglog e (V) ™ < N.
(2) N2 > L + 1, afin qu'une forme F bihomogene de bidegré (L, L) qui
est non-identiquement nulle sur A x A, ne soit pas identiquement nulle sur
la sous-variété abélienne B.
(3) Le minimum essentiel des variétés intervenant est borné, autrement
dit,
NZN (V) < c.

(4) T > L, ou T va étre 'ordre d’annulation dans le lemme de Siegel, et
L le degré du polynoéme construit.

(5) T > Ty, puisqu’on ne peut pas par extrapolation espérer un ordre
d’annulation meilleur que celui dont on est parti (77 étant 'ordre d’annula-
tion sur les sous-variétés sur lesquelles on extrapole).
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On fixe un premier py (ne dépendant que de A) tel que pour tout premier
p > pg et pour toute place v divisant p, le morphisme de Frobenius «,, sur A
existe. On fixe alors pour chaque premier p > pg une place v au dessus de p.
On note Py, I'ensemble des places ainsi obtenues.

Dans toute la suite, les inégalités que 1’on écrira seront vraies pour tout
deg, (V) et Cy assez grands (i.e., plus grands qu’une constante ne dépendant
que du couple (4, £)).

4. Lemme de Siegel

But : fabriquer un polynéme, F' = """, b;Q;, & coefficients entiers rela-
tifs, en les fonctions abéliennes de A x A, tel que F est de “petite” hauteur,
et tel que F s’annule & un ordre supérieur a 7" sur i(V), le long de T’z.

En notant © 'application théta définie sur T4 par la composition

Ty —29s A(C) 25 P,
associée a L, ceci correspond a trouver une solution de petite hauteur au
systeme d’inconnues les b; suivant :
(1) "F(O(u+1z),0(N(u+2z)))
oz~

=0,

z=0

pour tout || < T et u € Ty(c) tels que O(u) € V (k).

LEMME 4. Soit 0 > uFs(V'). Il existe un entier dy tel que si F' est une
solution du systeme

0"F(O(u+2z),0(N(u+12)))
(2) o
pour tout |k| <T et u € Ty tels que O(u) appartient a l’ensemble fini
Suo(0) = {z € V(R) | he(x) <6, [k(z) : k] < do},

alors F' est une solution du systéeme (1).

:0,

z=0

Démonstration. Soit d > 0 un entier. On peut noter que I’ensemble S;(6)
est stable sous I'action de Gal(k/k) car V est une k-variété. Par ailleurs, on
a clairement S;(0) C Sg4+1(6) pour tout d > 0. Notons k[X]r, le k-espace
vectoriel des polynoémes homogenes de degré L, et Ay(6) le sous-k-espace
vectoriel associé a Sy(f). La suite (A4(6))qen est une suite décroissante
d’espaces vectoriels de dimension finie, elle est donc stationnaire. Notons
do I'indice a partir duquel cette suite est stationnaire. Par ailleurs, tous ces
espaces contiennent le k-vectoriel I‘(/T) |p ou I (T) est, 1a puissance symbolique
T-ieme de I. Par définition de dg, si P est un polynéome homogene de degré
L nul sur Sy,, il appartient a Ag,(6), et donc il s’annule sur |J - Sqa(0).
De plus, par définition du minimum essentiel, | J;~, S4(0) est Zariski-dense
dans V, donc le polynome P s’annule sur V. Ainsi, dans le systeme (1), on
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peut se restreindre aux u € Ty(¢) tels que ©(u) appartient a Sg,(0). Par un
théoreme classique de Northcott, cet ensemble est fini.

On appelle (2) le nouveau systéme ainsi obtenu. On passe maintenant a
une estimation du rang.

LEMME 5. Il existe une constante c; telle que le rang du systéeme (1) est
magjoré par ey T(LN?)9~deg, (V).

Démonstration. 11 s’agit du lemme (ou plutot de la preuve du lemme)
5.1 de [4]. En effet, dans ce lemme, les auteurs de [4] cherchent & obtenir
une majoration du rang du systeme

(3) O"F(O(u+ za);?(N(u +2z)))

:0,

z=0

ol u est le logarithme d’un point @ fixé. L’idée est d’appliquer “I’astuce de
Philippon-Waldschmidt” (voir [13, lemme 6.7]). Pour majorer le rang de ce
systeme, ils se donnent une variété V' de dimension d contenant le point @,
et ils majorent le systeme

(4) O"F(O(u+ z@);?(]\f(u +2z)))

=0,
z=0

pour tout k| < T et u € Ty(c) tels que O(u) € V (k). Ils obtiennent comme
majorant du rang de ce systeéme le nombre c¢;T9"¢(LN?)?deg,(V). (On
remplace dans leurs notations Ty par T'.) En appliquant ceci a ’hypersurface
V' considérée, on obtient donc le résultat cherché. m

On peut maintenant énoncer le lemme de Siegel qui nous intéresse. Si
F =Y a;X" est un polynéme & coefficients dans k, on définit classiquement
sa hauteur h(F') comme étant la hauteur logarithmique absolue du point
projectif défini par 1 et tous les coefficients a; de F'.

L’objectif de 'article consiste & montrer que

Sess C<A/k7 E)

On peut donc toujours supposer que 7°(V') est strictement inférieur a 1.

PROPOSITION 4. [l existe une solution F' =" b;Q;, b; € Z, du sys-
teme (1) de degré L et de hauteur

h(F) < caCY¥ ™2 deg (V) log deg (V) (log log deg - (V) 2.

Démonstration. Soit 1 > 6 > p#*(V'). Par le lemme 4 il suffit, pour trou-
ver une solution du (1), de trouver une solution du (2). Ceci remarqué, on
est ramené a une preuve classique. On suit pour cela la preuve du lemme 5.4
de [4].
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On commence par évaluer la hauteur du (2). Le systeme (18) ainsi que
I'inégalité qui suit a la page 42 de [4] nous indiquent que la hauteur de
chaque coefficient du systéme est majorée par

(5) 4 LN?0 + T(log(T + L) +log N).

Par ailleurs, le nombre d’inconnues I est dim H(A x A, M®!). Le théoreme
de Riemann—Roch pour les variétés abéliennes nous assure que I vérifie I’en-
cadrement

(6) c5L?9 < I < ¢gL?.

Notons M la matrice du systeme (2). Elle est définie sur k, donc si 8 dénote
le noyau de M, il est muni d’'une k-structure. Si b est la dimension de B,
onab=1I-rg(M). Le lemme de Siegel classique (cf. par exemple Schmidt
[15, Lemma IV.B, p. 10]) nous indique alors qu’il existe une solution non
triviale comme recherchée, de hauteur

(7) h(F) < e

ou h(®B) représente la hauteur du point % défini dans la grassmannienne
correspondante. De plus, le lemme IV, p. 10, de [15] nous indique que h(*B) =
h(B1). L’espace B étant 'espace vectoriel engendré par les colonnes de M,
sa hauteur est par définition majorée par celle d’'un mineur maximal A, .y
de M. Cette derniere hauteur est majorée par

h(Amax) < csrg(M)(log(rg M) + ¢, LN?0 + T(log(T + L) + log N))
< cgT(LN*)9  deg,(V)(logdeg, (V) + 2T log T),

la premiere inégalité découlant de (5), et la seconde du lemme 5 en utilisant
également le fait que T' > L et 7' > N. En remplacant T" et N par leur
valeur, on obtient

(8)  h(Amax) < croLd Y’
x (deg, (V) log deg, (V)¢ (log log deg (V) 7292,
De plus, par I'inégalité (6), et par le choix de L, on a
b > e L9 (L9 — et T(N?)9 Hdeg (V) > crp L9 L1
En remplacant L9t par sa valeur, on obtient la minoration
(9) b > Cl30(()g+1)(g+1/2)Lg—1
x (deg (V) log deg, (V)¢ (log log deg (V) 7291

On reprend maintenant 'inégalité (7) en remplagant les parametres par leurs
valeurs. On obtient ainsi I'inégalité

h(F) < CQOO(g+l)/2 deg, (V) logdeg,(V)(loglogdeg,(V)) % =
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REMARQUE 4. La fonction auxiliaire F' ainsi construite est une forme
bihomogene de bidegré (L, L) non identiquement nulle sur A x A. Elle n’est
donc pas identiquement nulle sur B car N2 > L + 1.

5. Extrapolation. On veut montrer dans ce paragraphe que F' s’annule
sur i(ay,(V)) pour v € Py appartenant a un ensemble convenable. Pour cela,
on utilise un argument remontant & Dobrowolski [6] dans son célebre article
sur la conjecture de Lehmer sur les points pour G,,. Cet argument a été
réécrit et adapté dans le cadre des variétés abéliennes de type C.M. dans
Particle [4] suivant des idées de Laurent [9]. Ce que l'on fait ici repose sur
le paragraphe 6 de [4].

PROPOSITION 5. La fonction auziliaire F' est nulle sur i(a,(V)) a un
ordre supérieur a Ty le long de T pour toute place v € Py de norme com-
prise entre %Nl et N7.

Tyess

Démonstration. Soit 1 > 6 > u7* (V). 1l s’agit de reprendre la proposi-
tion 6.5 de [4]. On conserve donc leurs notations. Soient v une place comme
dans I’énoncé, R un point de V (k) défini sur une extension k' de k de hau-
teur normalisée inférieure & 6, et w une place de k' au-dessus de v. Notons
R = (Ry,...,R,) un systéme de coordonnées projectives de R dans O,
telles que ||R||, = 1. Soit 0% un opérateur différentiel d’ordre x| < T le
long de Tg(c). L’application du petit théoreme de Fermat dans le cadre des

variétés abéliennes nous donne
(10) |0°F(Fo,(R),FN) 0 Fo, (R))w < [m|5 1,

ot Fy, et FV) sont des formes homogenes de Oy [X] de degré respectif N(v)
et 4™+l représentant respectivement I’endomorphisme de Frobenius sur A
associé & v, et la multiplication par N = 2™*! 11 s’agit de I'inégalité (20),
p. 47, de [4].

On veut maintenant sommer sur toutes les places w au-dessus de wv.
Malheureusement, le choix du systeme de coordonnées projectives pour R
dépend de w. On est donc obligé d’alourdir les notations pour pallier ce
probleme. Soient S, Sy, Sa,, SN,q, des coordonnées projectives non nulles
de R, FIM)(R), Fo,(R), F™ o F,, (R) respectivement. On note de plus
Sw,N, Sw,ays Sw,N,a, des coordonnées de ces points de valeur absolue w-
adique maximale.

Soit maintenant 0% un opérateur différentiel de longueur minimale pour
lequel 9*F(F,, (R),F™) o F, (R)) est non nul. Si || est supérieur & T7,
on a gagné. Sinon on applique la formule de Leibniz en utilisant que F' est
bihomogene de bidegré (L, L). On a donc

o[ Fa,(R) FN(F,, (R)) 0"F(Fa,(R), FM(F,, (R)))
O°F : = .
S SN, SE Sk
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Or ceci est égal a

O F (Fav (R) F(V) (Fa, (R)) ) . (Sw,ap Sw,N,a, )L
S’w,av ’ Sw,N,aU (SaUSN,av)L
On réécrit alors I'inégalité (10) en passant au log, en sommant sur toutes
les places w au-dessus de v et en notant n,, les degrés locaux :

11 St o BB, EV Bt

Say  SNa
w/v ’ e
SwaUS'LU Oy |W
g(T—\H\)anlogﬂ%‘w)+LGwlog(| BN | )

w/v w/v

Or
(12) > nwlog(|molw) = [K : kllog(|muls) < —[K : k]log(N(v)).

w/v
De plus, on peut voir que

|Swa SwNa |w>
13 N 10 sy 54V,Qy
( ) Z g< ’SauSN,Oév‘w

w/v

< [k : K](he(aw(R)) + he(Naw(R)))

< [k : K}(N(v)he(R) + NN(v)he(R) + ciq).

C’est I'inégalité (21), p. 49, de [4]. En tenant compte du fait que le point
R est supposé de hauteur (de Néron-Tate) inférieure & 6, et en injectant
ceci dans (11), on obtient, en remplagant les parametres par leur valeur,

I'inégalité
)

1
w/v
1
> 3 T log Ny.

()
8I€F FOl'u (R) , F (FOC'U (R))
SOA'U SN,QU

Il reste a majorer le membre de gauche de cette derniere inégalité. Notons
A ce membre de gauche. Par définition de la hauteur (absolue logarithmique)
projective, on a

en( (P ) )

S (T ),

ceci ayant un sens grace a ’hypotheése de non nullité de 0% F'(...). Il ne reste
maintenant plus qu’a majorer cette derniere hauteur. Il s’agit d’un calcul
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classique (cf. par exemple [4, p. 50]). On obtient

(15) A < ¢15(Ty log(Ty 4 L) + LN?N(v)0 + h(F)).
Finalement, en mettant ensemble les inégalités (14) et (15), on obtient
(16) Tlog N1 < c16T1 log(Ty + L) + c16LN*N10 + c16h(F).

On remplace les différents parametres par leurs valeurs, et on obtient pour
le membre de gauche de I'inégalité

C§™ deg, (V) log deg, (V) (loglog deg (V) 72,
et pour le membre de droite
c17CY deg, (V) log deg (V') (loglog degE(V))_z.

Des que Cy est assez grand, on aboutit a une contradiction. =

6. Conclusion. On commence par minorer le degré de l'union des
variétés transformées de V.

PROPOSITION 6. Soient A une variété abélienne sur k de dimension
g > 1, L un fibré en droites ample sur A, et V une sous-k-variété stricte
de A, irréductible sur k. On suppose que V n’est pas une réunion de sous-
variétés de torsion de A, et que le nombre M de composantes géométriques
de V' est magjoré par cs deg,(V)9. On considére enfin un ensemble d’isogénies
By admissibles, deuxr a deux premiéres entre elles, avec v € 77,1 = PN
[[N1/2,N1]]. On a

deg (V) NI dmGv
l l >
deg, ( 61)(‘/)) = G4 log Ny

vEPé

Démonstration. Soit W une composante géométriquement irréductible
de V. Pour v € 77,%, on a, (3, étant définie sur k,

card(ker(8y) N Gow)) = card(ker(8,) N Gw).

Par ailleurs, comme W n’est pas une sous-variété de torsion de A (sinon V'
serait réunion de telles sous-variétés), le point (2) du lemme 3 nous indique
que 'égalité B,(W) = By,(c(W)) (et W # o(W)) n’est possible que pour
au plus (log M) /2 < ci7logdeg, (V) éléments v de PL. Notons PL* le sous-
ensemble de P} obtenu en enlevant ces éléments. Le théoréme de Chebotarev
nous indique que

(17) card(P}) > ci3

1
log N1 ’
En remplagant N par sa valeur, on constate que

1
(18) card(P}*) > 5 card(P}).
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En utilisant I'additivité du degré et les lemmes précédents, on a
dege (|J BuV)) 2 (U Aulew)).
vEPL vEP}*, oeGal(k/k)
Par le lemme 3, ceci est supérieur a
Sdegc( U ulow)).
vEPL* oeGal(k/k)
Enfin, le lemme 1 nous donne I'inégalité

de (Uﬁ(V))>Mde ZL@HV
Sl S )= ac(W (G N kex(8,)|

Le lemme 2.1(ii) de [4] nous indique que
deg,(Gw) = [Gw : G| deg(GYy) < deg,(V)Y.
En particulier on en déduit que
[Gw : Giy] < deg (V).
De plus, les 3, étant premiers entre eux, on a
(19) H [ker(By) N Gw| = ‘ker( H ﬁv> N GW‘.
vePL* vePL*
En appliquant le lemme 2, on en déduit
(20) )ker (I &)n GW( <(Gw:Gyl( I q(ﬁv))s.
veEPL* veEPL*
En appliquant 1’inégalité arithmético-géométrique, on obtient

card(PF)NI~!
(21) deg, Bu(V)) > cadeg (V) .
(vg; ) ([Loepy- Iker(By) N Gyy|)!/eexd(Pi)

En appliquant I'inégalité (20) et la minoration du cardinal de P}*, on obtient

(22)  dege( | 6u(V))

veP,i

deg, (V) VY
logNl[GW Go ](logNl) c56N1)H eprd (51))9/73%*'

Enfin par définition de Pk, on a la majoration q(f3,) < Nj. En appliquant
ceci et la majoration de l'indice de GY, dans Gy, on a

deg (V)N O
> .
(23) deg, ( L7J> Bu(V)) = e4 o N .
veEPL




Probléeme de Lehmer 289

REMARQUE 5. C’est uniquement pour assurer l'inégalité (18) que l'on
est conduit a choisir 'exposant du terme loglog dans N7 tel qu’indiqué,
plutot que l'exposant —1/(g — dim Gy) qui serait plus proche des choix
de [1]. Cette amélioration dans [1] est rendue possible par la résolution
de deux complications techniques : passage a une hypersurface secondaire
explicitement construite, et raffinement galoisien.

Ceci étant, on peut maintenant démontrer le théoreme recherché.

Démonstration. On suppose par ’absurde que l'inégalité du théoreme
A prouver n’est pas vérifiée pour Cy = c¢(A/k, £)~1/(9+3) assez grand (i.e.
c(A/k, L) suffisamment petit). Dans cette preuve, on considere, pour alléger
les notations, la variété abélienne A comme étant plongée dans P,,. Notons
Z ’hypersurface sur k de P, associée & la forme F o ¢ de degré (N2 +1)L.
Par choix de N (& savoir (N2+41) > L), la variété ZN A est une hypersurface
de A. De plus, par la proposition 5, on sait que cette hypersurface contient
les variétés irréductibles «, (V) avec une multiplicité supérieure a T3, pour
toute place v de norme comprise entre %Nl et N1. Donc le théoreme de
Bézout géométrique nous donne

Tdeg,(V)+ Ty deg£< U aU(V)> < deg,(A)L(N? +1).
N1/2<N(v)<N:
Cette inégalité implique en particulier que le nombre M de composantes
géométriquement irréductibles de V' est majoré par une expression de la
forme c3deg,(V)9. On peut donc appliquer la proposition 6 avec 3, = .
Celle-ci et I'inégalité obtenue par le théoreme de Bézout nous fournissent
I’inégalité
deg, (V)N Y
log N1

On remplace maintenant les parametres par leurs valeurs pour conclure.
Si Cp est assez grand, l'inégalité est contredite : si s = g — 1, les deux
membres sont du méme ordre de grandeur, or, dans le membre de gauche,
on a un terme constant de la forme C’SQH, alors que dans le membre de
droite, le terme constant est de la forme C§g+3/ 2 ; sinon 'ordre de grandeur
du membre de gauche est supérieur a celui du terme de droite. (En fait, T}
est construit exactement pour contredire cette inégalité.) m

(24) T < c19(A)L(N? +1).
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