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Sur un théoréme de Gel’fond—Selberg et une
conjecture de Bundschuh—Shiokawa

par

MicHAEL WELTER (Bonn)

1. Introduction et résultats. G. Polya a inauguré dans [21] 1’étude
des fonctions entiéres arithmétiques. La il étudiait les fonctions entiéres f
telles que f(Ny) C Z, ou Ny = Z>g, et il a démontré qu’une telle fonction est
un polynoéme si limsup,_,(log|f|./r) < log2, ou |f|, est le maximum du
module de f(z) sur le cercle |z| = r. La fonction 2* montre que ce résultat
est le meilleur possible. Dans le méme article Polya considérait aussi des
fonctions entiéres f telles que f(Z) C Z. Cet article remarquable devait
susciter de nombreuses recherches et généralisations. Le résultat de Pélya a
été amélioré par Hardy [16], Polya [22] et quelques autres dont Ch. Pisot
[20]. En 1926 S. Fukasawa [7] a abordé 1’étude des fonctions entiéres f telles
que f(Z[i]) C Z]i], et en 1933 A. O. Gel’fond [10] celle des fonctions entiéres
qui prennent des valeurs entiéres sur une progression géométrique ¢".

On trouve aussi dans la littérature des résultats concernant les fonc-
tions entiéres de plusieurs variables, par exemple en direction de Pélya par
A. Baker [1] ou en direction de Gel’fond par P. Bundschuh [3|, J.-P. Bézivin
[2] et F. Gramain [14]. En 1929 A. O. Gel’fond [9] a généralisé le résultat de
Poélya en étudiant des fonctions entiéres arithmétiques f telles que

9 (n)eZ pour tout n € Ny et pour 0 =0,...,5—1

pour un s € N quelconque fixé. Gel’fond a démontré qu’une telle fonction
est un polynome si
limsup log | f|,/r < slog(1 + e}=9)/%).
r—00
On trouve aussi une démonstration de ce résultat dans Fridman [6]. Aprés
une amélioration par A. Selberg [24] en 1941, le meilleur résultat connu dans
cette direction est da & P. Bundschuh et W. Zudilin [5].
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THEOREME (Bundschuh—Zudilin, 2003). Soient s € N et f une fonction
entiere telle que

f(”)(n) €Z pour toutn € Ny et pouroc=0,...,5s—1
et

log|flr <~r  pour tout r suffisamment grand, ot v < s-0.32766348 =: .

Alors f est une fonction polynomiale.

REMARQUE 1. P. Bundschuh et W. Zudilin obtiennent de meilleures
valeurs de s pour s = 2,...,9, par exemple 7o = 0.99407702... =
2-0.497039...,v3 = 1.33990538 ... = 3-0.446635 . ..,v9 = 3.38570755... =
9-0.37619.... Comme la plupart des autres auteurs, Bundschuh et Zudilin
utilisent la méthode des séries d’interpolation. Mais ils exploitent aussi
une idée introduite par G. Rhin et C. Viola pour I’étude des mesures
d’irrationalité de ((2) et ((3) en utilisant une action de groupe.

En 1978, M. Waldschmidt [25] a démontré qu’on peut prouver le théoréme
de Pélya (mais avec une constante plus petite que log2) en utilisant la mé-
thode de transcendance de Schneider. Dans cet article nous utilisons aussi
des méthodes de transcendance, & savoir une variante de la méthode de
Schneider utilisant des déterminants d’interpolation (par exemple pour la
Proposition 1) et la méthode de Gel’fond avec une construction d’une fonc-
tion auxiliaire (par exemple pour la Proposition 2).

Dans le deuxiéme paragraphe de cet article nous montrons le résultat
suivant qui améliore considérablement celui de Bundschuh et Zudilin pour
les grandes valeurs de s, mais est malheureusement plus faible pour les petites
valeurs de s.

THEOREME 1. Il existe une suite (7Vs)sen de nombres réels positifs telle
que vs/s — 0.78592968 ... quand s — oo et ayant la propriété suivante : Si
s > 2 est un nombre entier et si f : C — C est une fonction entiére telle que

f(”)(n) €7 pourtoutn € Ng et pouroc =0,...,s—1

et
log|flr <~r  pour tout r suffisamment grand, ot vy < s,

alors f est une fonction polynomiale.

Bundschuh et Zudilin démontrent aussi dans [5] qu’il existe pour tout
s € N une fonction entiére transcendante f telle que f(?)(n) € Z pour tout
n € Z et pour ¢ = 0,...,5s — 1 et de croissance majorée par log|f|, <
(m/3)sr+o(r). Dans cette situation nous obtenons le résultat suivant. Comme
sa démonstration est trés semblable & celle du Théoréme 1, dans le troisiéeme
paragraphe de cet article nous expliquerons seulement les différences entre
les deux démonstrations.
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THEOREME 2. Il existe une suite (vs)sen de nombres réels positifs telle
que vs/s — 0.9905659020 . .. quand s — oo et ayant la propriété suivante :
Si s > 2 est un nombre entier et si f est une fonction entiére telle que

f(")(n)EZ pour tout n € Z et pour c =0,...,s—1

et
log|f|r <~r  pour tout r suffisamment grand, ot v < s,

alors [ est une fonction polynomiale.

En 1967, A. O. Gel’fond [11] a démontré le résultat suivant pour les
fonctions entiéres qui prennent des valeurs entiéres sur une progression
géométrique.

THEOREME (Gel’fond, 1967). Soient ¢ € N tel que ¢ > 1 et s € N. Si
une fonction entiére f telle que
") €Z  pour tout n € Ny et pour o =0,...,s—1
satisfait

(logr)?
log g

log |flr <~ pour tout r suffisamment grand, ou

s
14+3(s—1)/n2s)’
alors f est une fonction polynomiale.

’Y<4(

Dans [4] P. Bundschuh et I. Shiokawa construisent pour tout ¢ € N\ {1} et
pour tout s € N une fonction entiére transcendante f telle que f (")(q”) S/
pour tout n € N et pour 0 =0,...,s — 1 et de croissance majorée par

S
log | f], < (logr)2.

~ 4loggq
Ils conjecturent que dans le théoréme de Gel’fond on peut remplacer la con-
dition v < s/4(1 + 3(s — 1)/72s) par v < s/4.
Nous allons montrer au paragraphe 4 le

THEOREME 3. Soit ¢ € Z tel que |q| > 1. Il existe une suite (Vs)sen de
nombres réels positifs tels que vs ~ s/4 pour s tendant vers linfini ayant la
propriété suivante : Si s > 2 est un nombre entier et si f est une fonction
entiére ayant les propriétés

f(”)(q") €7Z pourtoutn € Ng et pourc =0,...,s—1
et
(logr)?
log [q]|
alors f est une fonction polynomiale.

log|flr <= pour tout v suffisamment grand, ot vy < s,
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REMARQUE 2. Les fonctions construites par Bundschuh et Shiokawa
montrent que ce théoréme est le meilleur possible dans un sens asympto-
tique : cela signifie que I'on ne peut pas remplacer vs ~ s/4 par v ~ s - ¢
avec une constante ¢ > 1/4.

Dans le troisiéme cas bien étudié des fonctions entiéres arithmétiques,
c’est-a-dire les fonctions entiéres f telles que f(Z[i]) C Z[i], aprés des travaux
de S. Fukasawa [7], A. O. Gel'fond [§], L. Gruman [15], D. Masser [17],
finalement F. Gramain [13] a démontré en 1981 le théoréme suivant :

THEOREME (Gramain, 1981). Soit K le corps quadratique imaginaire de
discriminant — A, et a = /A/2 laire d’un parallélogramme fondamental du
réseau Ok des entiers de K.

(i) Si f est une fonction entiére vérifiant f(Ox) C Ok et

log[fl» =
2 < 2ea’

lim sup
r—00 r

alors f est un polynoéme.
(ii) Il existe une fonction entiére f telle que f(Ok) C Ok et

log‘.ﬂr s

lim sup = .
oo T2 2ea

En particulier, f n’est pas un polynome.

On peut assez facilement généraliser les démonstrations de F. Gramain
en considérant les fonctions entiéres telles que f (")(OK) C Ok pour 0 =
0,...,s — 1, ou s € N est fixé. Pour démontrer I’analogue de (i) il suffit
d’utiliser un lemme de Schwarz avec multiplicités dans la démonstration
originale. Dans cette situation on obtient 1’analogue de (i) sous la condition
log | ™

flr
< -
2 y 2ea

lim sup
r—00 r

)

et on peut construire une fonction f satisfaisant
log|fl, =
s

lim sup =
oo r2 2ea

pour P’analogue de (ii).

Contrairement au cas quadratique imaginaire ou la preuve est analogue
aux travaux antérieurs, les démonstrations des Théorémes 1-3 utilisent une
démarche nouvelle : on commence par démontrer que, sous leur hypothéses,
la fonction f est solution d’une équation différentielle & coefficients polyno-
miaux (ce qui explique que la preuve n’est valable que si s > 2). Ainsi toutes
les dérivées de la fonction f ont des propriétés arithmétiques et on conclut
en généralisant des résultats déja connus : en 1968, dans larticle [6] déja
cité, G. A. Fridman a commencé I’étude des fonctions entiéres f telles que
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f(")(n) € Z pour tout n € Ny et pour tout 0 € Ny. Il a démontré qu’'une
telle fonction est un polynéme si lim sup,_, . (loglog|f|./r) < log(1 + e~ 1).
Dans [27-29] nous avons étudié ce probléme et aussi les analogues sur une
progression géométrique ¢" ou un corps imaginaire quadratique. Nous avons
montré le théoréme suivant dont les points (i) et (iii) sont aussi corollaires
des Propositions 2 et 5 de cet article.

THEOREME (Welter, 2000/02). Soit f une fonction entiére transcen-
dante. On a :
(i) Si la fonction f satisfait f(7)(n) € Z pour tout n € Ny et pour tout
o € Ny, alors

lim su
7 —00

log1
p og Org|f|7' 2 10g2

(ii) Siq € Z avec |q| > 1 et si la fonction f satisfait f(9)(¢") € Z pour
tout n € Ny et pour tout o € Ny, alors
 loglog|fly . 1
lim su > .
2P (ogr)? = loglq]

(iii) Si K est le corps quadratique imaginaire de discriminant —A, et
a = VA/2 Vaire d’un parallélogramme fondamental du réseau O
des entiers de K, et si la fonction f satisfait f(7)(Og) C O pour
tout o € Ny, alors

log1
lim sup —2-2& 1/ Ir 0§|f|r > .
r—00 T 2ea

Remerciements. L’auteur remercie vivement F. Gramain pour ses
nombreuses corrections et améliorations du présent travail.

2. Démonstration du Théoréme 1

2.1. Deuzx propositions. La démonstration du Théoréme 1 comporte deux
étapes successives que nous présentons sous la forme de deux propositions.

Dans la démonstration de la premiére proposition nous utilisons les
polynémes de Fel’dman. On pose

1)... 1
Azyr) = 2z tl) (et )
7!
Soit Hy € N. Pour tout h € Ny il existe ¢, € Ny, avec 0 < r < Hq, tels que

h = Hiq + r. On pose alors
A(z3h, Hy) := (A(z; H1))* Az 7),

et pour o > 0,

d g
A(z;h,Hy,o) = <%> A(z;h, Hy).
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Si v(n) := ppem(1,...,n) on a v(n) = exp(n + o(n)) pour n — oo par le
théoréme des nombres premiers. Le lemme suivant est di & Matveev [18] (ou
voir par exemple [19]) :

LEMME 1. Soient H; > 0, h > 0, 0 > 0 des nombres entiers. Pour tout
k€{0,...,0} et tout m € Z on a

et pour tout z € C,

g

h
7 : hm (12]
Z<T>’A(th7HlaT)’§U!€ 1<E+1> '

7=0

Le deuxiéme outil dont nous avons besoin est une version du lemme de
Schwarz bien adaptée a la situation des fonctions entiéres arithmétiques et
qui est due & Frangois Gramain [12].

LEMME 2. Soient 6 > 1 un nombre réel et t € N. Il existe une constante
c=c(0) >0 telle que : SiN €N, si3< N+1<0ON etsif:C— C est
une fonction entiére telle que f(7)(n) =0 pour tout (n,7) € Ng x Ny tel que
0<n<N-1et0<7<t—1 alors

‘f(N + Teicp)’ < ’f’gNe_h(e)tN+Ct10gN
pour tout (r, p) € [0,1]x[0, 27], ot h(0) = (260%>—1)log 0 — (0> —1) log(6>—1).
Sous les mémes hypothéses, pour tout T € Ny on a
yp y D
|fON) /7] < | floye MO Fetloa NV,
REMARQUE 3. Nous utiliserons dans la démonstration de la Proposi-
tion 1 estimation
|f(T) (N)/7!| < |f|(9(N+1)@7h(6’)t]\7+6t(prlong N)
qui est aussi valide pour N = 0 et N = 1, si on note log, = := logmax(1, z).
Démonstration du Lemme 2. La formule
02N2 — zn\*
9(z) == f(z) H (m)
0<n<N-1

définit une fonction entiére g. Les propriétés des facteurs de Blaschke (auto-
morphismes du disque) donnent |g|on = | f|on-

Soit z = N +7e® (0 <r <1let0<p < 2n) tel que f(z) # 0. Pour
0<n<N-lonal|z—n|<N+1-net|02N?—2n| > 6>N?2— (N +1)n.

Ainsi
N+1\% 02N2/(N +1) —n\"
sz ISt ) I (BRARE).
0<n<N-1
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En utilisant la propriété I'(z + 1) = xI'(z) de la fonction I" on obtient
H 6°N?/(N+1)—n T'(0*N?/(N+1) —n+1)['(N+1—n)

_ - 2 N2 _ _
ocnin  NAL-n veniny TOPN?/(N+1) =n)D(N —n+2)

_ T(6?°N?/(N + 1)+ 1)I'(2)
- I(62N2/(N+1)— N+ 1)I(N+2)
La formule de Stirling I'(z) = v2rz* 1/2e=%M(122) pour tout = > 0,
ot 0 < A = A(x) < 1, donne Pexistence d’une constante absolue c telle que

1
zlogr —x — §log3: <log'(x) <zlogx —z+c

pour tout x > 1.

On notera c1, co, c3, . . . des constantes ne dépendant que de 6. On suppose
N > ¢ de sorte que 0?°N?/(N +1) — N +1 > 2 et §°N — [92] > 2 pour
utiliser la croissance de I sur [2,00[. Alors on obtient

1ogr<§;ﬂ\:21 — N+ 1) <log(I'((#* = 1)N)((#* = 1)N + 1))

< colog N + (6% — 1)N log((6? — 1)N)
— (> —1)N +¢,
log I'(N 4 2) < log(I'(N)(N +2)?)
<cslogN + NlogN — N +¢,
et

logF< ]f; i\[j - 1> > log(I'(02N)(92N) 1]

> c4log N + 0°Nlog(§>°N) — 6°N — % log(0°N).
Ainsi
log |g(2)| > log|f(2)| +tN(6*log 8% — (6% — 1) log(6? — 1) —log 6) + cstlog N
et |g(z)] < |glgn donne la premiére conclusion. La majoration pour les
dérivées est obtenue par la formule de Cauchy :

fOm) 1 S f€)

7! 247

Wdi. n

Maintenant nous pouvons montrer notre premiére proposition.

je-Nl=1

PROPOSITION 1. Il existe une suite (vs)sen de nombres réels positifs avec
Ys ~ 5-0.78592968 . .. pour s — oo ayant la propriété suivante : Si s > 2 est
un nombre entier et si f est une fonction entiére ayant les propriétés

f(”)(n)EZ pour tout n € Ng et pour c =0,...,5—1
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et
log|f|r <~r  pour tout r suffisamment grand, ot v < s,

alors il existe Py, P, ..., Ps € Z[z], non tous nuls, tels que

Ro(z) + 3 Po(2) () = 0
o=1

pour tout z € C.

Démonstration. Soit L suffisamment grand. Soient § > 1 et h(f) :=
(202 — 1)log6 — (6% — 1)log(6? — 1). Soient hg,h; € Ry et r,t € N avec
t+1r —1=s. Les paramétres 6, hg, hq,r et t seront choisis plus tard.

On notera ¢ toutes les constantes ne dépendant que de ces paramétres
(et indépendantes de L) qui interviendront dans la suite de cette démon-
stration. Comme ces constantes ne seront pas numérotées, la valeur de ¢
changera.

On pose Hy := [hoLo] + 1 et Hy := [h1Lo] + 1. On note ¢1,...,¢r les
L = Hy(r + 1) fonctions

v(H) YAz by Hy),  v(H) YAz by Hy) £ (2)
pour h=0,...,Hy—1let p=0,...,7— 1.
Considérons la matrice infinie a L lignes
M =
$1(0) - gt—l)(o) or(1) - ¢§t—1)(1) o di(n) - ¢§t—1)(n) ..

é1(0) - g—i)(o) or(1) - ¢g—i)(1) <Z>L.("n) ¢%_1)(n)-~

Si on note C,, la v-iéme colonne en posant

Yu)(nV)
Cl/ = )
SLTV)(nV)
alorsn, =[(v—1)/tjet 7, =card{i |1 <i<v, ny=n,}.
Supposons que le rang de M est égal a L. Alors il existe (v1,...,vr) € NF

telque vy < --- <wvpetquepourtouspetvtelsquel <p<Letl<v <y,
on ait

rang(Cy,,...,Cy,_,,Cy) =p—1 mais rang(Cy,...,C, ) = L.

On a donc |det(Cy,,...,C,, )| > 1 parce que les fonctions ¢, satisfont

gby)(n) € Z pour tout n € Ny et pour 7 = 0,...,t — 1. Notons A ce déter-
minant. Le lemme suivant donne une majoration de |A|.
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LEMME 3. Dans la situation ci-dessus on a
L

A < L! max 11 7. 1aqoloe, +1) exp(=h(0)tns, + ct(1 +log, m,,))
pn=1

ot S, est le groupe des permutations de {1,..., L}.

Démonstration. Nous montrons le lemme par récurrence sur L.
Pour L =1 on a par hypothése

o1 (1) =0
pour tout (u,7) € {0,...,n,, —1} x {0,...,t —1}. Donc le Lemme 2 (et la
Remarque 3) donne

‘ﬁbgnl)(nul)‘ <7y, !Wl‘@(nuﬁ-l) eXp(—h(@)tnyl + Ct(l + 10g+ nyl))'

Supposons que le lemme est montré pour la méme situation avec L — 1.
Soit F' la fonction entiére définie par

¢1(2)
F(z) :==det(Cyy,...,Cy,_,,C(2)), oulC(z)= :

ér(2)

Ainsi on a F(z) = Zle(—l)LJ“\A)\gb,\(z) ot les Ay sont certains détermi-
nants extraits de A. Il suit que F(™)(n,) = det(C,,,... ,Cy,_,,Cy). Donc
on trouve

FO) =0

pour tout (p,7) € {0,...,n,, —1} x{0,...,t —1}. On déduit du Lemme 2
que

Al = [FT2) (ny,)] < 70, | Flogn,, +1) exp(=h(0)tn,,, + ct(1 +log ny,)).
Par ailleurs on a
[Flo(n,, +1) < L max |Ax@x(2)logn, +1) =5 L1Ax| [9x0lo(ns, +1)-

Ainsi, il existe § € &, tel que (L) = A\g et que

—h(0)tn, t(1+1 v
Al < LTVL”¢)\0|6(RVL+1)6 (0)tnyp +ct(1+log, nup )

L-1

% (L= DT 7 li00 o, 1y~ O et on )
p=1

L
< L! érelfgi H T”H!’¢OC(M)’9(7%“+1) exp(—h(@)tnyu + Ct(l + 10g+ n,,ﬂ)). ]
pn=1
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L’hypothése |f|r < e’® pour tout R > Ry donne I’existence d'une con-
stante ¢ > 0 telle que |f(7)|r < e¥F+¢ pour tout R > 0 et pour tout o tel
que 0 <o < s.

Soit & > 0. Par le Lemme 1 (pour ¢ = 0) on obtient, pour h €

{0,...,Hy—1} et o€ {0,...,7 — 1},
V(L)Y A by Hy g < eHIMO-D 048 (R )

pour tout R > 0, si Ly (et donc H;) est suffisamment grand.
On pose

{1 sil<a(p) < Hy,
Eu = .
0 sinon

et alors

H | eyl (1) < o(1+e) H1 L(t—1)+H1 L+(r+1) Ho(Ho—1) /2

Hp
% H 607(1€M)nyu+c<9(nl}}l+ 1) + 1>
p=1

et par le Lemme 3 on obtient

|A| S L!e(l-‘rE)HlL(t—1)+H1L+(T’+1)HQ(H0—1)/2+CL

L Ho
x H G—G'yEHnVH+(9'y—h(¢9)z€)nuu—i—ct(l—',—log+ Nwy,) (H(nV;{j_ 1) + 1> '

Or,onal <y <w<---<wvpetn, =[(v—1)/t] donc la suite des n, est
croissante. Supposons D := —6v + h(0)t > 0. Alors

]A| < L!e(1+5)H1L(t—1)+H1L+(r+1)H§/2+cL

L H
% H e—@'yaunyu—D(Vu—l)/t+ct(l+log+ nw,,) <6(V# :I__It _ 1) + 1) 0.
1

En utilisant log(1 4+ 2) <z pour z > 0 on a

O, +t—1) N\  rov, N ., v Ho
1 < 1 olog(1+6/H1) [ ZZK 44 Oho/h1
< T tH1+ ¢ =\t

Les variations de = — (ax + b)e”“" montrent que

H,
H o~ Dvult 9”# ’
tH1

est maximal pour V1:m+1,1/2:m+2,...,1/L:m+L avec un m € Ny.
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Alors Hﬁ:l e 97 est maximal si €y, = 1pour 1 < pu < Hy et il est
donc majoré par

exp(—e’y Hizl (mT_H _ 1)) — IvHo—=(0/t)y(mHo+Ho(Ho—1)/2)
1=0
On obtient donc
1A < 6(1+5)H1L(t71)+H1L+(r+1)H§/2f(97/2t)Hgf(D/2t)L2+2LlogL

() o,

ou
Lo/t Ho
B(m) = e~ O/Hm-OLOm T <7 - j> |
j=1
Comme
L
tH, N\ I'(tH1/0+m+ L+1)
11 ( 0 +m+]> T T(tHi /0 +m+1)

j=1
la formule de Stirling (voir p. 369) donne log(m) < ¥(m) ou
0 DL

U(m):= 5 ~vHym — -~ m

tH tH
+H0{<Tl+m+l}+1>log<Tl+m+L+1>

tH 1 tH
—Ltc— <71+m+§)log(71+m+l>}.

U’ est une fonction décroissante de m et ¥'(0) est du signe de

Lo 0 0y + D(r + 1)
log ( 1 -
©8 ( Q7o 0) 2(tH; +0) t

que 'on supposera < 0. Dans ces conditions ¥(m) est maximal pour m = 0
et le logarithme de (tH1/6)~H0l4)(m) est majoré par
tH,

Hy (— + L) log (1 + M) — HyoL + O(LlogL).
0 tHy

Comme |A| > 1 pour Ly tendant vers l'infini on obtient

r+1 B2 0 B2 — Dh3(r +1)?

0 9t 2

th Oho(r +1
—h3(r+1) +h0<71 + ho(r + 1)) log <1 + %),
1

0 < (t—1)hohi(r + 1)+ hohi(r+1) +
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c’est-a-dire
(r+1)2 h(6) 2t hi r+1
_ 1)f % —
v= r(r+2) 6 r(r+2)6 (r+1) ho

thy Oho(r + 1)
— 1)1 1+ ——=
+<9h0+r+ )og( + thy

= 75(9, r, t, h(), hl).

Si
v < 75(9, T, t, ho, hl)

et si les conditions D > 0 et

16 0 6y + D(r+1)
1 1 — <
Og( +tH1+9>+2<tH1+(9) t =

sont satisfaites pour Lg assez grand, on trouve une contradiction quand on
fait tendre Lo vers l'infini : ~5(0,r,t, ho, h1) peut donc étre choisi comme
valeur pour 5. =

Choix des paramétres. Un choix fournissant un 5 > 0 pour toute valeur
de s > 2, mais qui ne donne pas le meilleur résultat possible pour s grand,
estt=1,r=s,0=25 hi/hg=(r+1)"L.

Pour obtenir 'estimation asymptotique du meilleur -5 fourni par notre
démonstration, on peut supposer que s est grand et on pose par exemple
0 := 1.7830684901099... (ce qui maximise h(#)/0), t == s —r + 1, r :=
[s/log s] et hi/hg := s~1. On obtient alors 75 ~ sh(f)/6.

Numériquement on obtient les choix suivants pour quelques petites
valeurs de s :

s r t hi/ho 0 Vs/$ s r t hi/ho 0 Ys/$
2 2 1 0.8655 6.9 0.036192 33 10 24 0.037 2.35 0.326716
3 3 1 0.8465 4.19 0.053996 34 11 24 0.037 2.3 0.330837
4 3 2 0.4235 4.19 0.080995 100 21 80 0.0115 2.06 0.464194
5 3 3 0.282 4.19 0.097194 1000 79 922 0.001 1.87 0.65499
6 4 3 0.282 3.37 0.116506 5000 194 4807 0.0002 1.825 0.72072
7 4 4 0.212 3.37 0.13315 10000 284 9717 0.0001 1.813 0.738086
8 4 5 0.1695 3.37 0.145633 | 50000 685 49316 0.00002 1.797 0.76294
9 5 5 0.1695 2.98 0.160464 10° 996 99005 107°  1.793 0.769236
10 5 6 0.142 2.98 0.173302 106 3421 996580 1075 1.787 0.780233

Conclusion. Nous savons que si v < -, alors le rang [ de la matrice M
est strictement inférieur a L. Alors il existe C,,, ..., C), avec

rang(Cy,,...,Cy) =1
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et la fonction entiére F' qui est définie par

v v, )
T ) e ) onl2)
F(z) :=det : : :
(1v1) (Tul)
1+1 (nyl) tet ¢l+l (nul) d)l-&-l(z)
satisfait
F(T)(n) =0 pourtoutneNgetT=0,...,t— 1.
Le développement de ce déterminant suivant la derniére colonne s’écrit

+1
F(z) =) ()" A561(2).
A=1
La version suivante du théoréme de Carlson suffit pour montrer que F’ est
identiquement nulle ce qui nous donne la Proposition 1. La démonstration
est trés voisine de celle du théoréme de Carlson dans Rubel [23].

LEMME 4. Soit F' une fonction entiére telle que F(™)(n) = 0 pour 7 =
0,...,t—1 et toutn € N et

log | F
lim sup M <

r—00 r

mt.

Alors F est identiquement nulle.

REMARQUE 4. La fonction entiére définie par g(z) = (sin(7z))! montre
que la constante 7t est optimale.

Démonstration du Lemme 4. Nous allons appliquer la formule de Car-
leman (voir [23, p. 45]). Supposons que F' n’est pas identiquement nulle.
Soit

log |F
~ > limsup og | |T.

r—00 r

Soit ¢ € ]0, 1] tel que F n’ait pas de zeros sur le cercle |z| = p. Soit § > 0
et soit R > 0 un nombre réel suffisamment grand. Si a € C est un zéro d’une
fonction g, on note ord,(a) I'ordre de a. Pour R tendant vers I'infini on a

Z ordp(a) (% — %) cos ¢

a=re’®cF~1(0)
Re(a)>0, o<|a|<R

1 n

S(F,R) :

Y
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18711
I(F.R) = o (ﬁ - ﬁ) log | F(it) F(—it)| dt
4
R
1¢/1 1 v
< = - - < = 1
< - §, (tQ R2>7tdt+0(1) < —log R+0(1),
1 w/2
J(F,R) = — | log|F(Re™)|costdt = O(1).
—/2

Par la formule de Carleman
Y(F,R)=1I(F,R)+ J(F,R)+ O(1)

on obtient ~
tlogR< —logR+ O(1). m
T

La prochaine proposition est une légére modification d’un résultat de
[28, 29] oi nous avons étudié des fonctions entiéres f ayant la propriété
£ (n) € Z pour tous o,n € Ny. Si r € Q*, on note den(r) € N son
dénominateur.

PROPOSITION 2. Soit f une fonction entiére qui satisfait f(7)(n) € Q
pour tous n,o € Ny. Sl existe des constantes ¢, C telles que, pour tous
o,n € Np,

Dg .y, := ppem(den(f(n)), ..., den(f)(n))) < Cexp(co log, n)

et si l'on a

L loglog
imsup ————
r

r—00

alors f est une fonction polynomiale.

< log2,

Démonstration. Soit N suffisamment grand. Supposons que

loglog | f|, < ~r

pour tout r suffisamment grand, ou v < log2. Nous posons 5, :=
[exp(2yn)] + 1, H := [Sy(log N)3] + 1 et K := [N/(log N)?] + 1.

ETAPE 1. Il eziste app € Z (0 < h < H,0 < k < K) avec
0 < max|ap k| < exp(Sy - O(N/log N))

tels que la fonction entiére F' définie par

H-1K-1
F(z) =YY anp?"f(2)F
. h=0 k=0
satisfasse
F9(n)=0

pour tout n € {0,..., N — 1} et tout 0 € {0,...,Sy — 1}.
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Pour n € {0,...,N —1} et 0 €{0,...,Sy — 1} on a
(Do) < exp(Sy - O(N/log N)).
Alors (D, )X F@)(n) =0 pour n =0,...,N —let o =0,...,Sy — 1 est
un systéme de Sy N équations en H K inconnues dont les coefficients sont

dans Z et majorés par exp(SyO(N)). Le lemme de Siegel (voir par exemple
Waldschmidt [26, Lemme 1.2.1, p. 1.6]) donne donc la premiére étape.

ETAPE 2. Pour tout M > N et tout S € {Sy, S+ 1,...,8u41} ona
(*m,5) F(")(m) =0 pour tout m € {0,...,M — 1}
et tout o € {0,...,5 —1}.

La démonstration est analogue a celle de [28, page 43]. Si S <
Sar41 on montre que (*p7,5)=(*ar,5+1) et si S = Sy41 on montre que
(*a1,5)=(*am+1,5)- On utilise la représentation intégrale

M-1
ol F(¢)d
F(U)(m) = ﬂ X o+1 (16)—15 S H (m - /’L)S
T |€|=2M (5 - m) H;,L:D, u;ﬁm(g - 'u) n=0
HFEM
pour obtenir une majoration de |F(?)(m)|. Et pour n € {0,...,M} et o €
{0,...,S} on a

(D)™ < exp(S-O(M/log M)).
ETAPE 3. La fonction f est polynomiale.

La deuxiéme étape donne F(?)(0) = 0 pour tout o € Ny, les coefficients de
Taylor de F' en 0 sont donc tous nuls. Ainsi la fonction F' est identiquement
nulle, et f est une fonction algébrique. Comme f est une fonction entiére,
elle est polynomiale. m

2.2. Démonstration du Théoréme 1. Par la Proposition 1 il existe
Py,...,Ps,Q € Zz] avec @ # 0 tels que

Q(2)W(z) = Po(z) + ) Po(2)f V().
o=1

Il existe un ng € N tel que Q(n) # 0 pour tout n > ng. Alors Q(n) est un
dénominateur de f(*)(n). Par récurrence on montre que f*)(n) € Q pour
tout k € N et que Q(n)* 5! est un dénominateur de f)(n),..., f*)(n).
Le théoréme suit par la Proposition 2 appliquée a la fonction f(z + ng). =

3. Démonstration du Théoréme 2. Elle est analogue & celle du
Théoréme 1 et utilise la variante suivante du Lemme 2.

LEMME 5. Soient 6 > 1 un nombre réel et t € N. Il existe une constante
c=1c(0) >0 telle que: SiN e Net3< N+1<0ON etsif:C— C est
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une fonction entiére telle que f(T)(n) = 0 pour tout (n,7) € Z x Ny tel que
—N+1<n<N-1et0<7<t—1 alors
[f(EN +7e')] < |floye MO Fetlos
pour tout (r,¢) € [0,1] x [0, 27[, ou
h(0) = (6% + 1) log(6* 4+ 1) — (6% — 1) log(0* — 1) — 21og(26).
Sous les mémes hypothéses, pour tout 7 € Ny, on a
|FT(EN) /7Y < | flone HON+etlog N

Démonstration. La formule
ON\* 02N? — zn 02N? + zn t
s0=10(F) T {(ve—n) ()
2 ) eninoa ON(z—n) )\ ON(z+n)

définit une fonction entiére g telle que |glgny = |f|on. Pour z = £N + re'®
(0<r<let0<¢p<2nm)tel que f(z) # 0 on a

TR ) - T ()

1<n<N-1
o (N I (6>N?/(N +1))? = n?\'
—\ ON (N +1)2 — n?
1<n<N-1

_ <%>”<N‘”lgngv ) {(92va/(ivl+_ - n> (92N;/ijfilg+”)}t

(N1 r)rnN?/(N+1)+N) '
B ( ON > {F(HQNQ/(NH) - (N—l))(2N)!}

et on obtient le résultat annoncé en utilisant la formule de Stirling comme
dans la démonstration du Lemme 2. »

Comme dans le paragraphe précédent on démontre que la fonction entiére
arithmétique f satisfait une équation différentielle :

PROPOSITION 3. Il existe une suite (vs)sen de nombres réels positifs avec
Ys ~ § - 0.9905659020 . .. pour s — oo ayant la propriété suivante : Si s > 2
est un nombre entier et si f est une fonction entiére ayant les propriétés

f(”)(n)EZ pour tout n € Z et pour c =0,...,5s—1

et
log|f|r <~r  pour tout r suffisamment grand, ot vy < s,
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alors il existe Py, P1,...,Ps € Z[ |, non tous nuls, tels que

+ZP (2)f () =0

pour tout z € C.

Démonstration. Comme pour la Proposition 1, on suppose Lg suffisam-
ment grand et on a des paramétres r,t, hg, h1,0. On pose Hy := [hoLo| + 1
et Hy := [h1Lo] + 1 et on note ¢1,..., ¢, les L = Hy(r + 1) fonctions

v(H1)' T Az by Hy),  v(Hy)' 7 Az b, Hy) fO(2)

pour h=0,...,Hy—1let p=0,...,7— 1.
La seule différence est que 'on considére la matrice infinie

$1(0) -+ ¢ V(0) pr(=1) - ¢V (=1) (1) -+ STV (D) -
M:: . . . . . .

650) - DO 651 S g(1) - A1) -
Si on suppose que le rang de M est L et si la v-iéme colonne est C, il
existe (v1,...,vr) € NF tel que 1) < --- < v, et que pour tous p, v tels que
1<pu<Letl<v<uy,onait

rang(Cy,,...,Cy,_,,Cy) = p—1 mais rang(Cy,...,C,, ) = L.

On pose A := det(Cy,,...,C,, ). Le Lemme 5 donne une majoration de
|A|l. Comme dans la démonstration de la Proposition 1 on montre qu'il existe
un vs > 0 tel que le rang de A soit plus petit que L si v < 5. Comme la fonc-
tion réelle définie par ¢(6) := h(#)/60 prend son maximum 0.9905659020. ..
en § = 2.091659954 . . ., on trouve que vs ~ s-0.9905659020. .. pour s — oo.
Remarquons que 0.990565... = x/3.171....

Nous épargnons au lecteur le détail de la démonstration.

Le Lemme 4 suffit pour conclure que la fonction F' est identiquement
nulle. »

La Proposition 2 suffit pour finir la démonstration du Théoréme 2 de la
méme fagon qu’on a obtenu le Théoréme 1 au paragraphe 2.2.

4. Démonstration du Théoréme 3. Comme dans les démonstrations
précédentes nous commengons par montrer que f satisfait une équation dif-
férentielle.

PROPOSITION 4. Soit ¢ € Z avec |q| > 1. Il eziste une suite (7s)sen
de nombres réels positifs avec vs ~ s/4 pour s — oo ayant la propriété
sutvante : St s > 2 est un nombre entier et f est une fonction entiére ayant
les propriétés

f(”)(q") €7Z pourtoutn € Ng et pourc =0,...,s—1
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et
log )2
log|f]r <~ (l gm pour tout r suffisamment grand, ot y < s,
og |q
alors il existe Py, Py,...,Ps € Z[z}, non tous nuls, tels que

+ZP (2)f () =0

pour tout z € C.

REMARQUE 5. Dans la démonstration suivante nous n’essayons pas
d’obtenir de bonnes valeurs pour s si s est petit. Pour simplifier les con-
sidérations nous n’introduisons pas de paramétre hy comme dans la démon-
stration du Théoréme 1. On pourrait aussi introduire des g-analogues des
polynémes de Fel’dman (voir Gramain [14]) afin d’améliorer ~s.

Démonstration de la Proposition 4. Soit Ly suffisamment grand. Soient
0 > 1et h(h) = (20?2 — 1)logf — (0?> — 1) log(6? — 1). Soient r,t € N avec
t +r — 1 =s. On choisira plus tard les paramétres t, r et 6.

On notera ¢ toutes les constantes ne dépendant que de ces paramétres
(et indépendantes de L) qui interviendront dans la suite de cette démon-
stration. Comme ces constantes ne seront pas numérotes la valeur de ¢
changera. On note ¢1,..., ¢y, les L = Lo(r + 1) fonctions 2", 2" £(9)(2) pour
h=0,...,.Lg—1et p=0,...,7r—1.

Considérons la matrice
o1(1) - o) 61(a) - ATV @) e dla) - BT (g
M = . . . . . .

6.0) - W 6al0) - KV - bula) e SV
On note C), la v-iéme colonne et on pose
o (g™)
C, = :
o7 (a™)

Alors n, = [(v—1)/t] et 7, = card{i | 1 <i < v, n; =n,}.

Supposons que le rang de M est L. Alors il existe (vq,...,vy) € N tel
que v1 < --- < vy, et que pour tous g, v telsque 1 < p < Letl<v<uy,
on ait

rang(Cy,,...,Cy,_,,C)) = p—1 mais rang(Cy,,...,C,,) = L.
On a |det(Cy,,...,Cy, )| > 1 comme ¢&T) (¢") € Z pour tout n € Ny et pour

7=0,...,t — 1. On note A ce déterminant. Le lemme suivant donne une
majoration de |A|.
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LEMME 6. Dans la situation ci-dessus on a
L

|A| < L arrelae)i H TVu!|¢a(u)|2|q|9"w exp(—(0 — l)tn?,M log |q| + cny, ).
pn=1

Démonstration. Elle est analogue a celle du Lemme 3, mais au lieu du
Lemme 2 nous utilisons dans ce cas le lemme suivant qui est un corollaire
du lemme de Schwarz.

LEMME 7. Soient ¢ € Z avec |q| > 1,t € NN € Ny et 0 > 1. Soit f :
C — C une fonction entiére telle que f(7)(¢™) = 0 pour tout (n,7) € Ng x Ny
tel que 0 <n<N—-1et0<7<t—1. Alors on a, pour tout z € C tel que
2| < 2[q|V,

|£(2)| < | flajqion exp(—t(0 — 1)N?%log || + tNlog2),
et pour tout T € Ny,
|FT (@) /7! < [ flajgpen exp(—t(0 — 1)N? log |g| + tN log 2).

Démonstration. Si r et R sont des nombres réels tels que 0 < r < R
et si une fonction f analytique dans le disque fermé de rayon R admet (au
moins) N zéros de multiplicité au moins ¢ dans le disque fermé de rayon r,
alors le lemme du Schwarz (voir par exemple Waldschmidt [26, Lemme 1.3.1,
p. 1.10]) donne

R2 42\ N
2Rr ) '

< mR(

On en déduit la premiére estimation en prenant r = 2|¢|V et R = 2|q|?V. La
majoration pour les dérivées est obtenue par la formule de Cauchy :

) )
EERE S B ek

L’hypothése |f|p < e7(oe®)*/logldl pour tout R > R, donne Dexistence
d’une constante ¢ > 0 telle que |f(7)|p < 7008 R)*/logldl+¢" pour tout R > 2
et pour tout o tel que 0 < o < s. On obtient

L L
gggi H |¢a(u)|2|q|9nyu < exp (Z:(L()in,H + 92,},@# + cLg) log |q|)
p=1 p=1

et par le Lemme 6 on obtient

L L
|A| < Llexp ((027 —(0—1)t) Zn?,ﬂ log |q| + Lob Znyu log |q| + cL0L>.
p=1 p=1
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On pose S(L) := Z;LL=1 ny, . Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz on a

;ni S L(sn,) s @(; (2t -1)) = sw)(£ +om).

p=1
On trouve donc, en supposant 6%y < (6 — 1)t,

1< jal < esp ({05 - 0 - 00 "t + 0} S Laloglal + o(S()L) )
car L = o(S(L)). Si
-1 2
L N TCE ) R

on trouve une contradiction quand on fait tendre Ly vers l'infini.

Choixz des paramétres. On trouve que s > 0 pour tout s > 1 si l'on
choisit r = s, t =1et 0 > (s+1)/(s —1). Pour s — oo on choisit 0 := 2,
t:=s—r+1etr:=[s/logs], et on obtient v5/s ~ 1/4.

Conclusion. On conclut la démonstration de la Proposition 4 comme
pour la Proposition 1, mais avec le Lemme 8 au lieu du Lemme 4.

LEMME 8. Soient q € Z avec |q| > 1 et F' une fonction entiére telle que
F(T>(q") =0 pourt=0,...,t—1 et tout n € Nq et telle que
lim sup log | F ! .
r—oo (logr)? ~ 2loglq|
Alors F' est identiquement nulle.

REMARQUE 6. La fonction entiére g définie par le produit convergent

oe] p t

=11 (1-7)
n=0

montre que 1'on ne peut pas remplacer la constante ¢/2log |q| par une con-

stante plus grande.

Démonstration du Lemme 8. Supposons que F' n’est pas identiquement
nulle et
(log7)?

log |q]

pour tout r > 0 assez grand. Si F(z) = cz" +O(z
de Jensen (voir [23, p. 6]) s’écrit

log ||, <t

h+1) avec ¢ # 0, la formule

2T
1 4
g ordr(a)log (ﬁ) =5 S log |F(0e™)| dt — log|c| — hlog o
acF~1(0) @ T 0

0<|al<e
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pour tout ¢ > 0. Pour p := |¢|" et n — oo on a

n
Z ordp(a)log (%) > Z(n —v)tlog|q| > %th log|q| + O(n).
a€F~1(0) v=0
0<lal<po
D’autre part, pour n suffisamment grand,
2w
| log | F(ge™)| dt < ~vtn*log|q|;
0

o
alors la formule de Jensen donne
0 < (y—1/2)tn?loglg| + O(n), donc ~v>1/2. =
La prochaine proposition est presque un corollaire du Théoréme 1 dans

[27], mais il faut que nous intensifions la condition aux dénominateurs.

PROPOSITION 5. Soient q € Z avec |q| > 1 et f une fonction entiére qui
satisfait f(")(q”) € Q pour tous n,o € Ny. S’ existe des constantes c,C
telles que, pour tous o,n € Ny,

Doy = ppem(den(f(g")), ., den(f)(q"))) < C exp(con)

et sil'on a
. loglog | f|r 1
lim su < ,
” (ogr)? ~ loglg]

alors f est une fonction polynomiale.

Démonstration. Dans la démonstration du Théoréme 1 de [27], choi-
sissons : Sy := [exp(4yN2loglq|)] + 1, Hy := [Sy\N'Y?] +1, Ky :=
[Nl/QlogN] +1letd =2 Alors,pour 0 <n<Net0<oc<S8,

10gD§§L\’ = 5-0O(N3?1ogN).
Cela suffit pour démontrer la Proposition 5. =

4.1. Démonstration du Théoréme 3. Par la Proposition 4 il existe
Py,...,Ps,Q € Zz] avec @ # 0 tels que

Q(2)fW(2) = Po(z) + ) Po(2)f D (2).
o=1

Il existe un ng € N tel que Q(¢") # 0 pour tout n > ng. Alors Q(g") est un
dénominateur de f(*)(¢"). Par récurrence on montre que f¥)(¢") € Q pour
tout k € N et que Q(¢")***! est un dénominateur de f)(¢),..., f®)(g").
Le théoréme suit donc par la Proposition 5 appliquée a la fonction f(¢"°z). =
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