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d’un corps de séries de Puiseux
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1. Introduction. Si K désigne un corps, le corps K((T )) des séries de
Laurent à coefficients dans K est un corps complet pour la valuation usuelle.
Plusieurs travaux ont abordé l’étude du groupe des K-automorphismes du
corps K((T )). Nous nous intéressons dans cet article, pour un corps K
de caractéristique 0, à l’étude du groupe des K-automorphismes continus
du corps, Puis(K), des séries de Puiseux à coefficients dans la clôture
algébrique, K, de K (la continuité étant ici considérée pour la topologie
induite par l’unique extension de la valuation de K((T )) au corps des séries
de Puiseux).
Dans un premier paragraphe, nous nous intéressons aux automorphismes

d’un corps discrètement valué de caractéristique et de caractéristique résidu-
elle égales (appelé ici corps sérié) hensélien. En particulier, nous décrivons
une loi de groupe ∗ sur l’ensemble O×K des unités de K((T )) qui fait du
groupe (O×K , ∗) un groupe isomorphe au groupe, (AutK(K((T ))), ◦), des
K-automorphismes de K((T )) (application de la proposition 1).
Dans un deuxième paragraphe, nous appliquons ces résultats à l’étude du

groupe AutK(Puis(K)) desK-automorphismes continus du corps Puis(K).
Nous montrons que ce groupe est isomorphe à un produit semi-direct à
quatre facteurs d’objets arithmétiques liés à K (théorème 10).
Un troisième paragraphe est consacré à deux applications que nous fai-

sons de ce résultat de structure. La première application concerne l’étude
de sous-groupes du groupe des automorphismes, Aut(C), du corps des com-
plexes. Nous montrons (théorème 12) que pour tout corps K de caractéris-
tique 0 et de cardinal ≤ 2ℵ0 , le groupe de Galois absolu, GK = Gal(K/K),
de K est un sous-groupe de Aut(C).
La deuxième application concerne l’étude des involutions continues de

Puis(K). Nous montrons (théorème 14) qu’en caractéristique 0, il existe
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une correspondance bi-univoque entre l’ensemble des classes de conjugaison
d’involutions continues du groupe,AutK(Puis(K)), desK-automorphismes
(non nécessairement continus) du corps Puis(K), et l’ensemble des classes
de conjugaison d’involutions du groupeAutK(K) = Gal(K/K) (qui est lui-
même en correspondance bi-univoque avec l’ensemble des ordres compatibles
sur le corps K (corollaire 16)). En fin de texte, une série de remarques
sur l’existence d’involutions non continues dans et hors de ces classes de
conjugaison vient clore cet article.

2. Les automorphismes d’un corps sérié composable hensélien.

Dans cet article, on dira d’un corps Ω qu’il est sérié s’il est isomorphe
à une extension intermédiaire d’une extension K((T ))/K(T ). De manière
équivalente, un corps Ω est sérié si et seulement s’il existe sur Ω une va-
luation discrète v telle que le corps résiduel K = Ω/v soit de même ca-
ractéristique que celle de Ω et telle que K se relève en un sous-corps de
Ω (cette dernière propriété est automatiquement vérifiée si Ω est hensélien

pour v). En effet, si l’on note (Ω̂, v̂) le complété de (Ω, v), alors v̂ est discrète

et Ω̂/v̂ = K. Il s’ensuit (cf. [Ser]) que Ω̂ est K-isomorphe au corps K((T ))
des séries de Laurent à coefficients dansK. Si π désigne une uniformisante de
Ω, comme K se relève dans Ω, il existe un K-plongement de Ω dans K((T ))
qui envoie π sur T et donc Ω est bien sérié. On s’intéresse ici à l’étude des
K-automorphismes d’un corps sérié, on peut donc, dans cette perspective,
regarder un tel corps directement comme un sous-corps de K((T )) qui con-
tient K(T ).

Un corps sérié Ω sera dit composable si la composition laisse stable Ω,
c’est-à-dire si

∀S(T ), R(T ) ∈ Ω, v(R(T )) > 0⇒ S(R(T )) ∈ Ω.
Par exemple, les corps Ω = K(T ),K((T )) sont des corps sériés compo-

sables. Tous les corps sériés ne sont pas forcément composables (voir plus
loin).

Nous allons nous intéresser ici au groupe des K-automorphismes de Ω
lorsque Ω est sérié, composable et hensélien pour v. Un exemple de tel corps
est naturellement le corps K((T )), car il est complet. Un exemple de corps
sérié composable hensélien non complet est le corps C{{T}} des séries de
Laurent de rayon de convergence > 0 (i.e. le corps des germes de fonctions
complexes méromorphes en 0). Il est visiblement composable et non complet
et on pourra trouver dans [Art] une preuve du fait qu’il est hensélien.

Un exemple de corps sérié hensélien non composable. Dans le corps
R{{T}} des séries de Laurent réelles à rayon de convergence non nul, on
considère la série
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eT =
∑

n≥0

Tn

n!

et le corps L0 = R(T )(eT ) ⊂ R{{T}}. On considère aussi dans R{{T}} la
série f(T ) = eTe

T

. La série f est transcendante sur L0. En effet, supposons
au contraire qu’il existe un polynôme irréductible

P (X) = Xn + an−1(T )X
n−1 + · · ·+ a0(T ) ∈ L0[X]

tel que P (f(T )) = 0. En considérant la dérivation usuelle sur les séries de
Laurent (qui, sur L0, correspond à la dérivation analytique) on a alors

0 = (P (f(T )))′

= a′0(T ) + (a
′
1(T ) + a1(T )(1 + T )e

T )f(T ) + · · ·
+ (a′n−1(T ) + (n− 1)an−1(T )(1 + T )eT )fn−1(T ) + n(1 + T )eT fn(T )

= Q(f(T ))

avec

Q(X) = n(1 + T )eTXn +
n−1∑

k=0

(a′k(T ) + kak(T )(1 + T )e
T )Xk.

On en déduit donc, par minimalité de P , que Q est proportionnel à P et
donc que pour tout k = 0, . . . , n− 1, on a
(Ek) a′k(T ) = (n− k)(1 + T )eTak(T ).
La résolution des équations différentielles (Ek) montre que, pour tout

k = 0, . . . , n− 1, il existe une constante Ck ∈ R telle que

ak(T ) = Cke
(n−k)TeT .

On a alors obligatoirement Ck = 0, car si l’on regarde maintenant les séries
comme des fonctions de la variable réelle, un simple argument analytique de
passage à la limite montre que l’on ne peut pas écrire

e(n−k)xe
x

=

∑p0
p=0Rp(x)e

px

∑q0
q=0 Sq(x)e

qx

avec p0, q0 ∈ N et R0, . . . , Rp0 , S0, . . . , Sq0 ∈ R(T ).
Ainsi, f(T ) est bien transcendante sur L0 et donc n’est pas élément de

la clôture algébrique L̃0 de L0 dans R{{T}}. Le corps L̃0 est visiblement
sérié et comme il est algébriquement clos dans R{{T}} qui est hensélien, il
est lui-même hensélien. Par ailleurs, la série composée eTe

T

n’est pas dans
L̃0 comme on vient de le voir, ce qui justifie que L̃0 ne soit pas un corps
composable.
Étant donné un corps K, on considère O×K l’ensemble des unités de

K((T )) (i.e. l’ensemble des séries de valuation nulle). Sur O×K , on introduit
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la loi de composition ∗ définie, pour α(T ), β(T ) ∈ O×K , par
(α ∗ β)(T ) = α(T ) · β(Tα(T )).

Nous allons voir, dans la preuve de la proposition suivante, que ∗ confère
à O×K une structure de groupe. Si Ω désigne un corps sérié de corps rési-
duel K, alors il est clair que le groupe des unités de Ω vaut O×K ∩Ω.
Proposition 1. Soit Ω un corps sérié hensélien de corps résiduel K. Il

existe une application injective Θ : AutK(Ω)→ O×K ∩Ω morphique pour ◦
et ∗ (i.e. Θ(µ ◦ σ) = Θ(µ) ∗ Θ(σ)). Si , de plus, Ω est composable, alors Θ
est un isomorphisme (en particulier , (O×K ∩Ω, ∗) est alors un groupe).
Etablissons, préalablement, deux lemmes :

Lemme 2. Soit (Ω, v) un corps discrètement valué hensélien. Si σ est
un automorphisme de Ω, alors σ est continu et de plus, si π désigne une
uniformisante de Ω, alors σ(π) est aussi une uniformisante.

Preuve. De manière générale, si v0 est une valuation non triviale sur Ω
et non équivalente à v, alors (Ω, v0) n’est pas un corps hensélien (cf. [Rib1,
3.2.W(β)]). Considérons alors, sur Ω, la valuation v0 = v ◦ σ−1. Puisque
σ est un automorphisme de corps, il est clair que la propriété d’Hensel est
respectée pour v0. On en déduit donc que v et v0 sont équivalentes et par
suite que les anneaux Av et Av0 des valuations v et v0 sont égaux. Comme
Av0 = σ(Av) on en déduit bien que σ(π) est une uniformisante.

Par ailleurs, pour les mêmes raisons que précédement, les valuations v
et v ◦ σ sont équivalentes. Donc, si (xn)n désigne une suite convergente
vers 0 (i.e. limn v(xn) = +∞) alors limn v(σ(xn)) = +∞ et donc (σ(xn))n
converge aussi vers 0. On en déduit que σ est continu en 0 et, par suite,
partout.

Lemme 3. Soit Ω un corps sérié hensélien de corps résiduel K (Ω ⊂
K((T )) et T ∈ Ω) et σ un K-automorphisme de Ω. Pour tout

S(T ) =
∑

n≥n0

anT
n ∈ Ω

on a

σ(S)(T ) =
∑

n≥n0

anσ(T )
n

(i.e. σ(S)(T ) = S(σ(T ))).

Preuve. Dans la preuve du lemme 2, on montre que si σ est un K-
automorphisme de Ω, alors σ(Av) = Av (Av étant l’anneau de la valuation),
c’est-à-dire que la restriction de σ à Av est un K-automorphisme d’anneau.
Il s’ensuit que, puisque les éléments inversibles de Av sont exactement les
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séries de Ω de valuation 0, l’image d’une série de valuation 0, par σ, est de
valuation 0.
Toujours d’après le lemme 2, on sait que σ(T ) est une uniformisante,

donc la valuation de ω = σ(T ) est 1 et, par suite, la série composée S(ω)
a bien un sens dans K((T )). Pour tout m ≥ n0, on a alors

σ(S)(T )− S(ω) = σ
( ∑

n>m

anT
n
)
−
∑

n>m

anω
n.

Comme σ est continu et que v(ωn) = n, on en déduit que le terme de droite
de cette équation tend vers 0 quand m tend vers +∞ et, par suite, que
σ(S)(T ) = S(σ(T )).

Preuve de la proposition 1. Soit σ ∈ AutK(Ω). D’après le lemme 2, il
existe un élément α ∈ O×K ∩ Ω tel que σ(T ) = Tα(T ). Considérons alors
l’application

Θ : AutK(Ω)→ O×K ∩Ω, σ 7→ α(T ) = σ(T )/T.

Le lemme 3 assure que σ est entièrement déterminé par son image en T .
On en déduit que Θ est injective. Par ailleurs, un rapide calcul montre que
Θ(σ ◦ µ) = Θ(σ) ∗Θ(µ).
Si, maintenant, Ω est supposé composable, alors si α(T ) ∈ O×K ∩Ω, pour

tout S ∈ Ω, on a S(Tα(T )) ∈ Ω et l’application σα : S(T ) → S(Tα(T ))
définit, dans AutK(Ω), un antécédent, par Θ, de α. Ceci justifie que, dans
ce cas, Θ est bien un isomorphisme.

Remarques. • La loi ∗ peut parâıtre un peu compliquée, elle est pour-
tant équivalente à une composition. En effet, si on considère l’ensemble

E = {S ∈ K((T )) | v(S) = 1}
alors l’application

f : (O×K , ∗)→ (E , ◦), α(T ) 7→ Tα(T )

est un isomorphisme de groupe.
• Dans le cas de Ω = K((T )), on trouve donc que (AutK(K((T ))), ◦)

est isomorphe à (O×K , ∗). Considérons, dans O×K , l’ensemble des unités prin-
cipales 1 +M :

1 +M = {α ∈ O×K | α(0) = 1}.
On remarque que, muni de la loi ∗, cet ensemble devient un sous-groupe
de O×K . Par ailleurs, on remarque en plus que K∗ ⊂ O×K est aussi, pour la
loi ∗, un sous-groupe de O×K et qu’en fait, sur ce sous-groupe, la loi ∗ n’est
rien d’autre que la mutiplication dans K∗. Le sous-groupe (K∗, ·) agit alors
sur un élément α ∈ O×K par conjugaison : si a ∈ K, on a

αa(T ) = (a ∗ α(T ) ∗ a−1)(T ) = α(aT ).
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Il est alors à noter que le groupe (O×K , ∗) est le produit semi-direct des
sous-groupes (1+M, ∗) et (K∗, ·). En effet, il est clair que (1+M)∩K∗ = {1}
et que 1+M et K∗ engendrent (O×K , ∗) puisque pour tout α ∈ (O×K , ∗), on a

α =

(
α

α(0)

)
∗ α(0).

Par ailleurs, 1 +M est bien distingué dans O×K .

3. Les K-automorphismes continus de Puis(K). Rappelons que,
si K désigne un corps, le corps des séries de Puiseux à coefficients dans K
est le corps lim−→K((T 1/n)), où K((T 1/n)) désigne le corps de rupture sur
K((T )) du polynôme Xn − T (les flèches du système inductif s’entendant
d’elles-même).
On notera, dans la suite de ce texte, Puis(K) ce corps. Il est célèbre que

siK est un corps algébriquement clos de caractéristique 0, alors Puis(K) est
un corps algébriquement clos (c’est une clôture algébrique du corpsK((T ))).
Par ailleurs, il existe sur Puis(K) une valuation ν naturelle (celle qui étend
la valuation v de K((T ))), définie pour S(T ) =

∑
k≥k0

akT
k/n ∈ Puis(K)

(ak0 6= 0) par
ν (S) =

k0
n
.

C’est muni de cette valuation que l’on considérera le corps Puis(K) dans
ce paragraphe, qui définit alors une topologie sur Puis(K). On s’intéresse
aux automorphismes continus, plus précisément, pour un corps K de carac-
téristique 0, on étudie dans ce paragraphe le groupe

Π = AutK(Puis(K))
des K-automorphismes continus de Puis(K).
Remarquons, pour commencer, qu’au contraire du cas du corps des séries

de Laurent, il existe des K-automorphismes non continus. En effet, la va-
riable T est transcendante sur K. Si l’on considère une extension transcen-
dante pure maximale de K dans Puis(K), L = K(Xi)i∈I , telle que Xi0 = T
pour un certain indice i0 ∈ I, alors l’application

Xi 7→ Xi pour i 6= i0, T 7→ 1/T,
définit un K-automorphisme σ de L. Par hypothèse de maximalité, l’ex-
tension Puis(K)/L est algébrique et comme Puis(K) est algébriquement
clos, d’après le théorème de Steinitz, σ se relève en un K-automorphisme
de Puis(K). Ce dernier ne peut être continu (comme le montrera le lemme
suivant) puisque σ(T ) = T−1.
Dans la suite, on notera Puis[K] l’anneau des séries entières de Puiseux,

c’est-à-dire le sous-anneau de Puis(K) composé des séries de valuation ≥ 0
(i.e. l’anneau de la valuation ν). Caractérisons les éléments de Π :
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Lemme 4. Soit σ un K-automorphisme de Puis(K). Les propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) σ est continu,
(ii) la restriction de σ à Puis[K] est un automorphisme de Puis[K],
(iii) ν(σ(T )) > 0 et ν(σ(S)) = 0 pour toutes séries S de valuation 0.

En conséquence, si σ ∈ Π alors pour tout ∑k≥k0 akT
k/n ∈ Puis(K) on a

σ
( ∑

k≥k0

akT
k/n
)
=
∑

k≥k0

σ(ak)σ(T
1/n)k.

Preuve. (i)⇒(ii). Prenons un S dans Puis[K], posons r = ν(S) et con-
sidérons deux cas :

• r > 0. Comme σ est continu et que (Sn)n converge vers 0, on a
lim
n→+∞

ν(σ(Sn)) = lim
n→+∞

nν(σ(S)) = +∞

et ainsi ν(σ(S)) > 0.
• ν(S) = 0. Posons alors S′ = S − S(0). Alors ν(S′) > 0 et, d’après
ce qui précède, on a ν(σ(S′)) = ν(σ(S) − σ(S(0))) > 0. Mais comme
S(0) ∈ K et que σ est un K-automorphisme, on a alors σ(S(0)) ∈ K
et donc ν(σ(S)) ≥ 0.
Ainsi σ envoie injectivement Puis[K] sur lui-même. En appliquant ce

résultat à σ−1, on voit aussi que cette application est surjective.
(ii)⇒(iii). Comme σ est un morphisme d’anneau, il envoit le groupe des

inversibles de Puis[K] sur lui-même, de même pour son complémentaire.
On a donc ν(σ(T )) > 0 et ν(σ(S)) = 0 pour toutes séries S de valuation
nulle.
(iii)⇒(i). Par hypothèse, il existe un rationnel r0 > 0 tel que σ(T ) =

T r0α1 où α1 est une série de valuation nulle. On en déduit que pour tout
entier n ≥ 1, il existe une série α1/n de valuation nulle telle que

σ(T 1/n) = T r0/nα1/n,

la série α1/n étant une des racines n-ièmes de la série α1, ces racines existant

bien puisque K est un corps algébriquement clos de caractéristique 0 (une
série S ∈ L((T )) de valuation nulle possède une racine n-ième dans L((T )),
avec L de caractéristique 0, si et seulement si S(0) en possède une dans L).
Ainsi, si r > 0 désigne un rationnel, alors il existe une série αr de valuation
nulle telle que

σ(T r) = T rr0αr.

Considérons maintenant une suite (Sk)k≥1 de séries convergeant vers 0
(i.e. limk→+∞ ν(Sk) = +∞). Pour tout k ≥ 1, posons rk = ν(Sk). On a donc

Sk = T
rkωk
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où ωk est une série de valuation nulle. On en déduit que

σ(Sk) = T
rkr0αrkσ(ωk) ;

mais comme σ(ωk) est de valuation nulle, on a ν(σ(Sk)) = rkr0, et comme
limk→+∞ rk = +∞, on a bien

lim
k→+∞

ν(σ(Sk)) = +∞,

c’est-à-dire que la suite (σ(Sk))k converge vers 0. Ainsi σ est continu en 0
et, par suite, continu partout.
Considérons

∑
k≥k0

akT
k/n ∈ Puis(K) et σ ∈ Π. D’après ce qui précède,

ω = σ(T 1/n) est de valuation r > 0. Pour tout entier l ≥ k0, on a donc

σ
( ∑

k≥k0

akT
k/n
)
−
∑

k≥k0

σ(ak)σ(T
1/n)k

= σ
(∑

k≥l

akT
k/n
)
−
∑

k≥l

σ(ak)ω
k/n

= ωl/n
(
σ
(∑

k≥l

akT
(k−l)/n

)
−
∑

k≥l

σ(ak)ω
(k−l)/n

)
,

ce qui montre que cette série est de valuation ≥ lr/n pour tout l, donc de
valuation infinie, d’où l’égalité.

3.1. Une décomposition du groupe Π. Notons GK = Gal(K/K) le
groupe de Galois absolu du corps K. Remarquons que GK peut être vu
comme sous-groupe de Π. En effet, si σ ∈ GK , alors l’élément σ̃ défini par

σ̃
( ∑

k≥k0

akT
k/n
)
=
∑

k≥k0

σ(ak)T
k/n

est clairement un élément de Π et la correspondance σ 7→ σ̃ est visiblement
un morphisme injectif de groupe. C’est via ce morphisme que l’on considère
maintenant GK comme sous-groupe de Π. Considérons aussi le sous-groupe
de Π suivant :

∆ = AutK(Puis(K))
composé des K-automorphismes de Puis(K) continus. On a alors

Proposition 5. Le sous-groupe ∆ est distingué dans Π et l’on a

Π = GK ⋉∆.

Preuve. Un calcul rapide assure que ∆ est bien distingué dans Π. Il est
clair que ∆ ∩GK = {Id}. Considérons σ ∈ Π et définissons σ̃ par

σ̃
( ∑

k≥k0

akT
k/n
)
=
∑

k≥k0

σ(ak)T
k/n.

C’est un élément de GK et l’on a σ̃
−1 ◦ σ ∈ ∆. Ainsi, σ ∈ GK ·∆.
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3.2. Une décomposition du groupe ∆. Pour tout rationnel r > 0, on
définit σr par

σr

( ∑

k≥k0

akT
k/n
)
=
∑

k≥k0

akT
r(k/n).

Par le lemme 4, σr est bien un élément de Π. Il est aussi clairement dans ∆.
Considérons les deux sous-groupes de ∆ suivants :

Γ = {σ ∈ ∆ | ν ◦ σ = ν}, Λ = {σr | r ∈ Q+∗}.
Proposition 6. Le sous-groupe Γ est distingué dans Π (donc dans ∆)

et l’on a

∆ = Λ⋉ Γ.

Preuve. Soit σ ∈ Π, µ ∈ Γ et S ∈ Puis(K) non nulle. On écrit
S = T rα

avec α une série de valuation 0 et r ∈ Q. On pose σ(T r) = T r
′

α′ où α′ est
de valuation nulle. On a alors

σ(S) = T r
′

α′σ(α)

et donc

(µ ◦ σ)(S) = T r′α′σ(α)γ
où

γ =
µ(T r

′

)

T r′
· µ(α

′)(µ ◦ σ)(α)
α′σ(α)

est une série de valuation nulle. On en déduit donc que

(σ−1 ◦ µ ◦ σ)(S) = T rδ
avec δ = σ−1(γ) de valuation nulle. Ainsi ν((σ−1 ◦µ◦σ)(S)) = ν(S) et donc
Γ est distingué dans Π.
Il est clair que Γ ∩Λ = {Id}. Considérons maintenant un élément σ ∈ ∆.

Il existe un rationnel r0 > 0 tel que

σ(T ) = T r0α(T 1/n)

où α est une série de valuation nulle et n ≥ 1 un entier. On a donc
(σr−1

0

◦ σ)(T ) = Tα(T r−10 /n),
ce qui implique que pour tout entier h ≥ 1, on a

(σr−1
0

◦ σ)(T 1/h) = T 1/hα1/h(T r−10 /n)

où α1/h désigne une des racines h-ièmes (qui existent bien) de α. On en
déduit donc que pour tout rationnel r ≥ 0, on a

(σr−1
0

◦ σ)(T r) = T rβr
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où βr désigne une série de valuation nulle. Ceci montre que σr−1
0

◦ σ ∈ Γ et
par suite que σ ∈ Λ · Γ .
Remarque. Il est clair que le groupe Λ est isomorphe au groupe (Q+∗, ·).

On trouve donc pour Π une décomposition de la forme

Π ≃ GK ⋉ (Q+∗ ⋉ Γ ) ;

mais l’action de GK sur Q+∗ est triviale et comme Γ est distingué dans tout
Π on en déduit qu’en fait

Π ≃ (GK ×Q+∗)⋉ Γ.

3.3. Une décomposition du groupe Γ . Les éléments σ de Γ sont ca-
ractérisés (en utilisant le lemme 4) par le fait que pour tout entier n ≥ 1, la
série σ(T 1/n)/T 1/n est de valuation 0. On considère alors les sous-groupes

H =

{
σ ∈ Γ

∣∣∣∣
σ(T 1/n)

T 1/n
(0) = 1 pour tout n ≥ 1

}
,

M =

{
σ ∈ Γ

∣∣∣∣
σ(T 1/n)

T 1/n
∈ K∗ pour tout n ≥ 1

}
.

On a alors

Proposition 7. Le sous-groupe H est distingué dans Γ et l’on a

Γ =M ⋉H.

Preuve. Considérons σ ∈ Γ et µ ∈ H. Fixons un entier n ≥ 1. Il existe
une série α ∈ K((T )) de valuation nulle telle que

σ(T 1/n) = T 1/nα(T 1/k)

pour un certain entier k ≥ 1. Par hypothèse, il existe deux séries β, γ ∈
K((T )) telles que β(0) = γ(0) = 1 et deux entiers k′, k′′ ≥ 1 tels que

µ(T 1/n) = T 1/nβ(T 1/k
′

), µ(T 1/k) = T 1/kγ(T 1/k
′′

).

On a donc, par application du lemme 4,

(µ ◦ σ)(T 1/n) = T 1/nβ(T 1/k′)α(T 1/kγ(T 1/k′′))

= T 1/nα(T 1/k)
β(T 1/k

′

)α(T 1/kγ(T 1/k
′′

))

α(T 1/k)
et ainsi

(σ−1 ◦ µ ◦ σ)(T 1/n) = T 1/nσ−1
(
β(T 1/k

′

)α(T 1/kγ(T 1/k
′′

))

α(T 1/k)

)
.

Par continuité de σ, on a donc

(σ−1 ◦ µ ◦ σ)(T 1/n)
T 1/n

(0) = σ−1
(
β(0) · α(0)

α(0)

)
= σ−1(1) = 1

et par suite H est bien distingué dans Γ .
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Il est clair que M ∩H = {Id}. Considérons σ ∈ Γ et pour tout n ≥ 1,
posons

αn =
σ(T 1/n)

T 1/n
(0)

et définissons une application µ de la manière suivante :

µ
( ∑

k≥k0

akT
k/n
)
=
∑

k≥k0

akα
−k
n T k/n.

Montrons que la définition de µ ne dépend pas du choix de n. Si n |m, disons
m = ln, on a T 1/n = T l/m et par suite

αn =
σ(T 1/n)

T 1/n
(0) =

σ(T l/m)

T l/m
(0) =

(
σ(T 1/n)

T 1/n

)l
(0) = αlm,

ce qui justifie bien que la définition de µ en un élément S ∈ Puis(K) ne
dépend pas du choix du représentant de S. Il est clair que µ est un élément
de M et que pour tout entier n ≥ 1 on a

(σ ◦ µ)(T 1/n)
T 1/n

(0) = 1.

Ainsi σ ∈ H ·M .
3.4. Étude des groupes H et M . Le groupe

M =

{
σ ∈ Π

∣∣∣∣ ∀n ∈ N∗,
σ(T 1/n)

T 1/n
∈ K∗

}

est visiblement abélien. Pour tout couple d’entiers (n,m) non nuls tel que
n |m (disons m = kn), considérons le morphisme

ϕm,n : K
∗ → K∗, x 7→ xk.

Il est clair que le système (ϕm,n, K
∗)n est projectif, la limite projective

lim←−K
∗ a donc une structure de groupe.

Proposition 8. On a

M ≃ lim←−K
∗.

Preuve. On regarde lim←−K
∗ comme sous-groupe du groupe produit∏

N∗ K
∗ et on considère l’application Ψ :M →

∏
N∗ K

∗ définie par

Ψ(σ) =

(
σ(T 1/n)

T 1/n

)

n

.

Cette application est visiblement un morphisme et, en application du
lemme 4, comme σ est entièrement déterminé par ses valeurs en les T 1/n, on
en déduit que Ψ est injective. Considérons (an)n = Ψ(σ). Pour tout m = kn
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on a

an =
σ(T 1/n)

T 1/n
=
σ(T k/m)

T k/m
=

(
σ(T 1/m)

T 1/m

)k
= akm ;

il s’ensuit que Ψ(σ) ∈ lim←−K
∗.

Reste à montrer la surjectivité de Ψ . Considérons (an)n ∈ lim←−K
∗. Alors

si S =
∑
k≥k0

λkT
k/n, l’application σ définie par

σ(S) =
∑

k≥k0

λka
k
nT
k/n

(cette définition ne dépend pas du choix de n, à cause de la compatibilité
des an) est visiblement un élément de M qui vérifie Ψ(σ) = (an)n, d’où la
surjectivité.

Remarque. Pour tout n ≥ 1, on considère le sous-groupe Un des racines
n-ièmes de l’unité dans K∗. Le groupe lim←−Un est donc un sous-groupe de
lim←−K

∗. Il est classique qu’il est isomorphe au groupe profini Ẑ. En effet, la
donnée d’un système cohérent de racines primitives n-ièmes de l’unité (ξn)n
permet de définir, pour tout n ∈ N∗, des isomorphismes fn : Un → Z/nZ

(en posant fn(ξn) = 1) tels que, pour tout n |m, le diagramme

Um Z/mZ

Un Z/nZ

fm //

ϕm,n

�� ��
fn //

soit commutatif, d’où l’isomorphisme.

Maintenant, si l’on considère la première projection M → K∗, celle qui
à (an)n associe a1, on voit que ce morphisme est surjectif. En effet, étant
donné a ∈ K∗, si pour un entier n ≥ 1, on note Rn(a) l’ensemble des racines
n-ièmes de a dans K∗, alors on voit que l’ensemble lim←−Rn(a) ⊂ lim←−K

∗

constitue l’ensemble des antécédents de a par la première projection. Or les
ensembles Rn(a) étant finis et non vides, l’ordre n |m sur N étant filtrant à
droite, on en déduit que lim←−Rn(a) est non vide, d’où la surjectivité.
Le noyau du morphisme M → K∗ est précisément lim←−Un, c’est-à-dire

que l’on a la suite exacte

1→ Ẑ→M → K∗ → 1.
Cette suite n’est pas scindée. En effet, si elle l’était on auraitM ≃ Ẑ×K∗ et
par suite il y aurait de la torsion dansM , ce qui est impossible, puisqu’alors il
existerait des sous-corps stricts d’indice fini de Puis(K) contenant K (donc√
−1), ce qui est absurde d’après la théorie d’Artin–Schreier des corps réels
clos.
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Il n’est pas anodin de trouver ce facteur Ẑ dans M . Une fois choisi
un système cohérent de racines de l’unité (ξn)n, un élément (an)n ∈ Ẑ

correspond dansM à un automorphisme σ ∈M vérifiant, pour tout n ∈ N∗,

σ(T 1/n) = ξann T 1/n,

c’est-à-dire à un K((T ))-automorphisme de Puis(K). On voit alors que ce

facteur Ẑ correspond précisément à Gal(Puis(K)/K((T ))).
Intéressons-nous maintenant au groupe

H =

{
σ ∈ Γ

∣∣∣∣
σ(T 1/n)

T 1/n
(0) = 1 pour tout n ≥ 1

}
.

Pour étudier H, considérons pour tout entier n ≥ 1 le groupe

πn =

{
σ ∈ AutK(K((T 1/n)))

∣∣∣∣
σ(T 1/n)

T 1/n
(0) = 1

}
.

Comme les corps K((T 1/n)) et K((T )) sont K-isomorphes, on en déduit
que les groupes AutK(K((T

1/n))) et (O×
K
, ∗) sont isomorphes. Le sous-

groupe πn correspond alors dans ce groupe au sous-groupe (1 +M, ∗), un
isomorphisme étant

fn : πn → 1 +M, σ 7→ σ(T 1/n)

T 1/n
.

Pour m = kn, définissons le morphisme

ϕn,m : (1 +M, ∗)→ (1 +M, ∗), α(T ) 7→ α1/k(T k),

où α1/k désigne l’unique racine k-ième de α dans 1+M. L’application ϕn,m
est bien un morphisme (injectif) puisque

ϕn,m(α ∗ β)(T ) = (α ∗ β)1/k(T k) = (α(T )β(Tα(T )))1/k(T k)
= (α1/k(T ) · β1/k(Tα(T )))(T k)

(car dans 1 +M, on a (α · β)1/k = α1/k · β1/k)
= α1/k(T k) · β1/k(T kα(T k))
= (ϕn,m(α) ∗ ϕn,m(β))(T ).

Il est alors clair que le système (1 + M, ϕn,m)n est inductif (l’ensemble
ordonné (N∗, |) est filtrant à droite). En posant, pour tout n |m,

θn,m = f
−1
m ◦ ϕn,m ◦ fn

on obtient alors un diagramme

πn 1 +M

πm 1 +M

fn //

θn,m

��

ϕn,m

��fm //
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commutatif. Il s’ensuit que le système (πn, θn,m)n est inductif et que

lim−→ πn = lim−→(1 +M).

On a alors

Proposition 9. On a un isomorphisme

H ≃ lim−→(1 +M).

Preuve. On va montrer queH satisfait la propriété universelle qui définit
lim−→πn. Pour cela, on doit commencer par expliciter, pour tous les entiers
n 6= 0, des morphismes hn : πn → H qui font commuter les diagrammes (i.e.
pour tout n |m, hn = hm ◦ θn,m).
Soit σn ∈ πn. On définit σ (= hn(σn)) pour tout entier h ∈ N∗ et tout

S = Sh ∈ K((T 1/h)) par
σ(S) = θn,nh(σn)(Sh),

c’est-à-dire que σ est défini sur K((T 1/h)) par

σ(T 1/h) = T 1/hαn/hn (T
1/n)

avec αn = fn(σn) et où α
1/h
n désigne l’unique racine h-ième de αn dans

1 +M.
Cette définition ne dépend pas du choix de l’entier h. En effet, si h′ = sh,

alors

θn,nh′(σn)(T
1/h) = (θn,nh′(σn)(T

1/h′))s = (T 1/h
′

αn/h
′

n (T 1/n))s

= T 1/hαn/hn (T
1/n) = θn,nh(σn)(T

1/h).

L’application σ est un K-automorphisme. En effet, si Sh, Sh′ sont deux
éléments de Puis(K), alors Sh − Sh′ et Sh · S−1h′ sont dans K((T 1/hh

′

)) et
donc

σ(Sh − Sh′) = θn,nhh′(σn)(Sh − Sh′) = σ(Sh)− σ(Sh′),
σ(Sh · S−1h′ ) = θn,nhh′(σn)(ShS−1h′ ) = σ(Sh) · σ(Sh′)−1,

c’est-à-dire que σ est un morphisme de corps. Il est visiblement surjectif, car
σ|K((T 1/m)) ∈ πm pour tout n |m, ce qui assure aussi, pour finir, que σ ∈ H.
Il est alors clair que l’application hn ainsi obtenue est un morphisme de

groupes qui satisfait, pour tout n |m,
hn = hm ◦ θn,m.

Ce morphisme est visiblement injectif, car hn(σn)|K((T 1/n)) = σn.

Considérons maintenant un groupe H ′ et pour tout n ∈ N∗ des mor-
phismes h′n : πn → H ′ qui font commuter les diagrammes. Prenons un
élément σ ∈ H. Il existe un entier n 6= 0 tel que

σ(T ) = T · α(T 1/n)
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avec α(0) = 1. Par suite, on a

σ(T 1/n) = T 1/n · α1/n(T 1/n)
où α1/n désigne l’unique racine n-ième de α vérifiant α1/n(0) = 1. On en
déduit donc que pour cet entier n ≥ 1, la restriction σ|K((T 1/n)) est un
élément σn ∈ πn. On pose alors

Ξ(σ) = h′n(σn).

Puisque le système est inductif, on voit bien que la valeur de h′n(σn) ne
dépend pas du choix de n et donc cela permet de définir une application
Ξ : H → H ′ qui fait commuter les diagrammes (i.e. pour tout n 6= 0, on a
h′n = Ξ ◦hn). On voit aussi que Ξ est unique pour cette propriété. Il s’ensuit
que H satisfait la propriété universelle qui définit lim−→ πn.

On déduit donc de ce qui précède le

Théorème 10. Si K désigne un corps de caractéristique 0, alors le
groupe des K-automorphismes continus du corps Puis(K) est isomorphe à

AutK(Puis(K)) ≃ (GK ×Q∗+)⋉ (lim←−K
∗ ⋉ lim−→(1 +M)).

De manière pratique on retiendra que, si τ ∈ AutK(Puis(K)), on a

τ
( ∑

k≥k0

akT
k/n
)
=
∑

k≥k0

τ(ak)τ(T
1/n)k

(τ est entièrement déterminé par son action sur K et sur les T 1/n), et si on
écrit τ = grσµ avec g ∈ GK , r = p/q ∈ Q+∗, σ ∈M et µ ∈ H, il existe une
suite (ξn)n≥1 ∈ K∗N

∗

vérifiant ξmnm = ξn pour tous n,m ≥ 1, un élément
α ∈ 1 +MK et un entier N ≥ 1 tel que pour tout a ∈ K,

g(a) = g(a), r(a) = a, σ(a) = a, µ(a) = a,

et tout n ∈ N∗,

g(T 1/n) = T 1/n, σ(T 1/n) = ξnT
1/n,

r(T 1/n) = T r/n = (T 1/qn)p, µ(T 1/n) = T 1/nαN/n(T 1/N ),

où α1/n désigne l’unique racine n-ième de α dans 1 +MK . On notera alors
µ = (α,N) et σ = (ξn)n.

4. Applications

4.1. Des sous-groupes de Aut(C). On peut appliquer ce que nous venons
de faire à la description de certains sous-groupes de Aut(C). En effet, on a
la proposition suivante :
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Proposition 11. Soient Ω1 et Ω2 deux corps algébriquement clos de
même caractéristique et de même cardinal indénombrable. Les corps Ω1 et
Ω2 sont alors isomorphes.

Preuve. Les corps Ω1 et Ω2 étant de même caractéristique ont des sous-
corps premiers F1 et F2 isomorphes. Considérons des extensions transcen-
dantes pures maximales, F1(Xi)i∈I et F2(Yj)j∈J , de F1 et F2 dans Ω1 et Ω2.
Pour des raisons évidentes de cardinalité, on a

♯I = ♯Ω1 = ♯Ω2 = ♯J.

Ceci implique que F1(Xi)i∈I et F2(Yj)j∈J sont isomorphes et, par applica-
tion du théorème de Steinitz, que Ω1 et Ω2 le sont aussi.

On en déduit donc que, par exemple, les corps C,Cp,Qp,Puis(C) sont

tous isomorphes. On en déduit aussi que si K est un corps de cardinal ≤ 2ℵ0
et de caractéristique nulle, alors C et Puis(K) sont isomorphes. Par suite,
en appliquant le théorème 10, on trouve que

Théorème 12. Si K désigne un corps de caractéristique 0 et de cardinal
≤ 2ℵ0 , alors le groupe de Galois absolu, GK = Gal(K/K), de K est un
sous-groupe de Aut(C).

En particulier, GQ est un sous-groupe. De même, les groupes F̂ℵ0 et F̂2ℵ0
(les groupes prolibres à, respectivement, ℵ0 et 2ℵ0 générateurs) sont des sous-
groupes de Aut(C). En effet, considérons un élément x ∈ C transcendant
surQ (resp. une famille (xi)i∈2ℵ0 d’élémentsQ-algébriquement indépendants
de C) et le corps

K = Q(x) (resp. K = Q(xi)i6=i0(xi0)) ;

alors, en conséquence du théorème d’Harbater (voir [Har]), on sait que GK
≃ F̂ℵ0 (resp. GK ≃ F̂2ℵ0 ).

4.2. Des involutions continues de Puiseux. Le résultat arithmétique fon-
damental de la théorie d’Artin–Schreier (dont le lecteur pourra trouver un
exposé dans [Rib2]) établit la correspondance qui existe entre les éléments
de torsion du groupe Aut(A) des automorphismes du corps algébriquement
clos A et certains sous-corps ordonnables de A. Plus précisément si A est
de caractéristique non nulle alors Aut(A) est sans torsion et A ne contient
aucun sous-corps ordonnable. Si maintenant A est de caractéristique nulle
alors Aut(A) contient de la torsion et tous les éléments de torsion sont des
involutions. Si c ∈ Aut(A) est une involution, alors le corps Rc = A〈c〉 des
éléments de A invariants par l’action de c est un corps réel clos (i.e. un corps
ordonné qui ne possède aucune extension ordonnée algébrique stricte ; un tel
corps possède un unique ordre compatible). Réciproquement, si R désigne
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un sous-corps réel clos (1) de A, alors [A : R] = 2 et A = R(
√
−1). En

particulier Gal(A/R) permet de définir une involution de Aut(A).
Un calcul assez simple montre alors que si R et R′ sont deux sous-

corps réels clos de A et c, c′ sont les deux involutions de Aut(A) associées
respectivement à R et R′, alors pour tout corps K contenu dans R∩R′, les
corps R et R′ sont K-isomorphes si et seulement si c et c′ sont K-conjugués
(i.e. conjugués dans le groupe AutK(A) des K-automorphismes de A). Plus
exactement, si σ ∈ AutK(A) est tel que σ(R) = R′ alors c′ = σcσ−1

et réciproquement. Ainsi, il existe une correspondance bi-univoque entre
les classes de conjugaison des involutions dans AutK(A) et les classes de
K-isomorphisme de sous-corps réels clos de A.
Une question légitime d’arithmétique des corps consiste alors à s’in-

terroger sur la possibilité d’une éventuelle “description”, pour un corps
algébriquement clos A de caractéristique 0 donné et un sous-corps K de
A fixé, de certaines classes de conjugaison des involutions dans AutK(A).
Par exemple, dans le cas où A = K est la clôture algébrique du corps K, la
théorie des corps ordonnés permet une description en terme d’ordres compa-
tibles de toutes les classes de conjugaison des involutions dans AutK(A) =
Gal(K/K). Plus précisément, il existe une correspondance bi-univoque en-
tre l’ensemble des classes de conjugaison des involutions de Gal(K/K) et
l’ensemble des ordres compatibles sur K (i.e. les relations d’ordres qui font
de K un corps ordonné).

Cette correspondance est établie de la manière suivante : à un ordre com-
patible ≤ sur K on associe l’ensemble C(≤) des involutions c ∈ Gal(K/K)
telles que le corps réel clos Rc = K

〈c〉
soit une extension ordonnée de

(K,≤) (i.e. une extension dont l’ordre prolonge ≤). L’ensemble C(≤) est
non vide, car on sait (cf. [Rib2, Ch. IX, 3.h)]) qu’il existe toujours un corps
ordonné maximal R, extension algébrique ordonnée de (K,≤). Si c, c′ sont
deux éléments de C(≤), les corps Rc et Rc′ sont alors deux extensions or-
données algébriques de (K,≤) et un corollaire du théorème de Sturm affirme
alors qu’il existe un (unique) K-isomorphisme σ entre R et R′ (cf. [Rib2,
Ch. IX, 5, Th. 9]). Un relevé de σ dans Gal(K/K) conjugue alors c et c′.
Réciproquement, si c est un élément de C(≤), c′ ∈ Gal(K/K) est une in-
volution et σ ∈ Gal(K/K) un K-automorphisme tel que c′ = σcσ−1, alors
σ(Rc) = Rc′ . Comme l’unique ordre existant sur un corps réel clos est défini
par ses carrés, l’isomorphisme σ préserve donc l’ordre et, par suite, le corps
Rc′ est lui aussi une extension ordonnée de (K,≤). Il s’ensuit que C(≤) est,
en fait, une classe de conjugaison dans Gal(K/K) d’involutions.

(1) Dans ce texte la terminologie de sous-corps réel clos d’un corps algébriquement
clos A désignera un sous-corps R de A tel que A/R soit une extension algébrique et tel
que R soit un corps réel clos.
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La correspondance ≤ 7→ C(≤) est bien sur surjective car si c est une
involution deGal(K/K), l’ordre du corps réel clos Rc induit, par restriction,
un ordre compatible sur K qui est un antécédent pour notre correspondance
de la classe de conjugaison de c. Cette correspondance est, par ailleurs, bien
injective puisque deux ordres compatibles sur K qui ont mêmes images par
la correspondance sont tous deux restriction à K de l’ordre unique d’un
sous-corps réel clos de K et sont, par suite, égaux.

On déduit de ce résultat que, par exemple, dans le cas de K = Q, il n’y
a qu’une seule classe de conjugaison d’involutions dans Gal(Q/Q), dans le
cas de K = Q(

√
2) il y a deux classes dans Gal(Q/Q(

√
2)) et dans le cas

K = Q(T ) il y a une infinité de classes dans Gal(Q(T )/Q(T )).

La question de la description des classes de conjugaison d’involutions
se précise par exemple lorsque le corps A est un corps topologique et que
l’on veut regarder les classes de conjugaison des involutions continues. Par
exemple si l’on considère A = C muni de la topologie usuelle, il n’y a qu’une
seule telle classe (celle de la conjugaison complexe, qui constitue le seul
automorphisme non trivial de C continu). On s’intéresse dans cette partie
à cette question dans le cas d’un corps de séries de Puiseux muni de sa
topologie naturelle.

Considérons une involution c ∈ GK . S’il n’y a pas d’ambiguité, pour
a ∈ K, on notera a à la place de c(a). Si α(T ) = 1+a1T+a2T 2+· · · ∈ 1+MK ,
on notera

α(T ) = 1 + a1T + a2T
2 + · · · .

On remarque que pour tout α, β ∈ 1 +MK on a α ∗ β = α ∗ β et donc
qu’en particulier α(−1) = α(−1) (nous noterons dans ce texte α(−1) l’inverse
pour ∗ de α afin de ne pas confondre avec l’inverse pour le produit au sens
de Cauchy). On considère l’ensemble

U(c) = {a ∈ K | a · a = 1},

qui est visiblement un sous-groupe deK∗. Ce groupe a la propriété suivante :
si x ∈ U(c), y ∈ K et n ∈ N∗ sont tels que x = yn alors y ∈ U(c). En effet,
le corps Rc est corps réel clos et comme, par hypothèses, on a (yy)

n = 1
et yy ∈ Rc, on en déduit que l’élément yy est une racine de l’unité d’un
corps réel clos. On a donc yy = ±1. Par ailleurs, comme K = Rc(

√
−1), si

y = y0 +
√
−1 y1 avec y0, y1 ∈ Rc, on a yy = y20 + y

2
1 ≥ 0. Ainsi yy = 1,

c’est-à-dire y ∈ U(c).

Pour tout λ ∈ K∗, on note

Ω(c, λ) = {α ∈ 1 +MK | α(λT ) ∗ α(T ) = 1}.

On a alors :
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Proposition 13. Un élément τ ∈ AutK(Puis(K)) est une involution
si et seulement si τ = cσµ où c ∈ GK , σ = (ξn)n ∈ M et µ = (α,N) ∈ H
sont des éléments vérifiant :

• c est une involution de GK ,
• ξN ∈ U(c),
• α ∈ Ω(c, ξN ).
Preuve. Supposons que l’élément τ = grσµ soit une involution avec

g ∈ GK , r = p/q ∈ Q+∗, σ = (ξn)n ∈ M et µ = (α,N) ∈ H. Comme
AutK(Puis(K)) est un produit semi-direct (GK×Q+∗)⋉(M⋉H), l’élément
gr satisfait (gr)2 = Id et, par suite, on a r = 1 et g = Id ou g involution.
Supposons que g = Id ; la restriction de τ à K étant g, on en déduit que
K est contenu dans le sous-corps de Puis(K) laissé fixe par τ . Ceci est
impossible car ce sous-corps est ordonnable et

√
−1 ∈ K. Ainsi g = c est

une involution de GK .
Fixons un entier n ∈ N∗ et regardons maintenant l’action de τ2 = (cσµ)2

sur l’élément T 1/n. On a

τ2(T 1/n) = cσµcσ(T 1/nαN/n(T 1/N )) = cσµc(ξnT
1/nαN/n(ξNT

1/N ))

= cσµ(ξnT
1/nαN/n(ξNT

1/N ))

= cσ(ξnT
1/nαN/n(T 1/N )αN/n(ξNT

1/Nα(T 1/N )))

= c(ξnξnT
1/nαN/n(ξNT

1/N )αN/n(ξNξNT
1/Nα(ξNT

1/N )))

= ξnξnT
1/nαN/n(ξNT

1/N )αN/n(ξNξNT
1/Nα(ξNT

1/N )) = T 1/n.

Le terme constant de αN/n(ξNT
1/N )αN/n(ξNξNT

1/Nα(ξNT
1/N )) étant 1,

on en déduit que ξnξn = 1 pour tout n ∈ N∗, donc en particulier ξN ∈ U(c).
Il s’ensuit, en prenant n = N et en appliquant à nouveau c à l’égalité, que

α(ξNT
1/N )α(T 1/Nα(ξNT

1/N )) = 1,

c’est-à-dire que α(ξNT ) ∗ α(T ) = 1 (i.e. α ∈ Ω(c, ξN )).
Réciproquement, si ξN ∈ U(c), la remarque précédant l’énoncé de la

proposition 13 assure alors que ξnN ∈ U(c) pour tout n ≥ 1 et, par suite, que
ξn = ξ

N
nN ∈ U(c). Le calcul précédent montre alors que, sous les hypothèses,

τ = cσµ est bien une involution.

On s’intéresse maintenant aux classes de conjugaisons dans le groupe
AutK(Puis(K)) des involutions continues ainsi qu’aux classes deK-isomor-
phismes de sous-corps réels clos (contenant K) de Puis(K) associées. On
dira dans la suite qu’un sous-corps réel clos (contenant K) de Puis(K)
est continu si l’involution de AutK(Puis(K)) qui le définit est elle-même
continue.

Théorème 14. Soient τ = cσµ et τ ′ = c′σ′µ′ deux involutions continues
de Puis(K). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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(i) τ et τ ′ sont continûment conjuguées (c’est-à-dire conjuguées dans
AutK(Puis(K))),

(ii) τ et τ ′ sont conjuguées dans AutK(Puis(K)),

(iii) τ|K = c et τ
′
|K
= c′ sont conjuguées dans GK .

En particulier , il existe une correspondance bi-univoque entre les classes de
K-isomorphisme de sous-corps réels clos continus de Puis(K) et les classes
de K-isomorphisme de sous-corps réels clos de K ; cette correspondance est
celle qui à un représentant R d’une classe d’isomorphisme de K associe la
classe d’isomorphisme de Puis(R).

Preuve. (ii)⇒(iii). Si π ∈ AutK(Puis(K)) conjugue τ et τ ′, alors π|K
conjugue c et c′.

(iii)⇒(i). Soient τ ′ = c′σ′µ′ une involution continue de Puis(K), c ∈
GK une involution et g ∈ GK telle que c = g−1c′g. Nous allons montrer que
τ ′ est continûment conjuguée à c (vue comme élément de AutK(Puis(K))),
ce qui prouvera le théorème. Posons σ′ = (ξn)n et µ

′ = (α,N) et conjugons
τ ′ par g :

g−1τ ′g = (g−1c′g)(g−1σ′g)(g−1µ′g) = cσ′′µ′′

avec σ′′ = (un)n ∈M où un = g−1(ξn) pour tout n ≥ 1 et µ′′ = (β,N) ∈ H
où β = αg

−1

désigne l’élément de 1 +MK dont les coefficients sont obtenus
à partir de ceux de α par application de g−1. En effet, pour n ≥ 1 on a
g−1σ′g(T 1/n) = g−1σ′(T 1/n) = g−1(ξnT

1/n) = g−1(ξn)T
1/n = unT

1/n

et

g−1µ′g(T 1/n) = g−1(T 1/nαN/n(T 1/N )) = T 1/n(αg
−1

)N/n(T 1/N ).

Considérons maintenant l’élément s = (sn)n ∈ M défini par sn = u−12n
pour tout n ≥ 1, et conjuguons cσ′′µ′′ par s :

s−1(cσ′′µ′′)s = cµ′′′

où µ′′′ = (β(s−1N T ), N) = (γ,N). En effet, pour n ≥ 1 on a un ∈ U(c) et, par
suite, sn ∈ U(c). On a donc s−1n unsn = u2nu

−1
n u2n = u

2
2nu
−1
n = unu

−1
n = 1

et ainsi

s−1σ′′s(T 1/n) = s−1n unsn T
1/n = T 1/n.

Par ailleurs, on a

s−1µ′′s(T 1/n) = s−1n snT
1/nβN/n(s−1N T 1/N ).

Pour finir la preuve du théorème, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 15. Soit c ∈ GK une involution et α ∈ Ω(c, 1). Il existe β ∈
1 +MK tel que β

(−1) ∗ α ∗ β = 1.
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Preuve. La condition α ∈ Ω(c, 1) est équivalente à α ∗ α = 1. Étant
donné α, β ∈ 1 +MK , disons

α(T ) = a0 + a1T + a2T
2 + · · · (a0 = 1),

β(T ) = b0 + b1T + b2T
2 + · · · (b0 = 1),

on a

β(Tα(T )) = 1 +
∑

n≥1

bnT
n
(∑

k≥0

akT
k
)n

= 1 +
∑

n≥1

bnT
n
(∑

k≥0

( ∑

i1+···+in=k

ai1 · · · aik
)
T k
)

= 1 +
∑

n≥1

∑

k≥0

bn

( ∑

i1+···+in=k

ai1 · · · aik
)
Tn+k

= 1 +
∑

m≥1

(m−1∑

k=0

bm−k
∑

i1+···+im−k=k

ai1 · · · aim−k
)
Tm

=
∑

m≥0

λmT
m (λ0 = 1)

et, compte tenu du fait que

α(T ) · β(Tα(T )) =
∑

n≥0

( n∑

m=0

λman−m

)
Tn,

on trouve finalement

(α∗β)(T ) = 1+
∑

n≥1

(
an+

n∑

m=1

m−1∑

k=0

an−mbm−k
∑

i1+···+im−k=k

ai1 · · · aim−k
)
Tn.

Ainsi, α ∈ Ω(c, 1) ssi pour tout n ≥ 1 on a

(En) an +
n∑

m=1

m−1∑

k=0

an−mam−k
∑

i1+···+im−k=k

ai1 · · · aim−k = 0.

L’existence d’un β ∈ 1 +MK tel que β
(−1) ∗ α ∗ β = 1 équivaut donc,

sous l’hypothèse précédente, à l’existence d’une suite (bn)n d’éléments de K
tels que b0 = 1 et, pour tout n ≥ 1,

(Fn) an +
n∑

m=1

m−1∑

k=0

an−mbm−k
∑

i1+···+im−k=k

ai1 · · · aim−k = bn.

On voit alors que le choix bn = an/2 pour tout n ≥ 1 permet de passer
de l’équation (En) à l’équation (Fn). Ainsi, le choix β = (α+ 1)/2 fournit
l’élément recherché.
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On a γ ∈ Ω(c, 1). Considérons un élément δ ∈ 1+MK tel que δ
(−1) ∗ γ ∗

δ = 1 et l’élément ν = (δ,N) ∈ H. Pour tout n ≥ 1 on a
ν−1cµ′′′ν(T 1/n) = ν−1cµ′′′(T 1/n · δN/n(T 1/N ))

= ν−1c(T 1/n · γN/n(T 1/N ) · δN/n(T 1/Nγ(T 1/N )))
= ν−1(T 1/n · γN/n(T 1/N ) · δN/n(T 1/Nγ(T 1/N )))
= T 1/n · δ(−1)N/n(T 1/N ) · γN/n(T 1/Nδ(−1)(T 1/N ))
· δN/n(T 1/N δ(−1)(T 1/N )γ(T 1/N δ(−1)(T 1/N )))

= T 1/n · (δ(−1)(T 1/N ) · γN/n(T 1/Nδ(−1)(T 1/N ))
· δ(T 1/Nδ(−1)(T 1/N )γ(T 1/Nδ(−1)(T 1/N ))))N/n

= T 1/n(δ(−1) ∗ γ ∗ δ)N/n(T 1/N ) = T 1/n

et par suite ν−1cµ′′′ν = c.

En résumé, l’élément ω = gsν conjugue (continûment) l’involution c′σ′µ′

en c.

La conclusion du théorème est alors immédiate une fois constaté que si

c ∈ GK est une involution et que R = K
〈c〉
désigne le sous-corps réel clos

des éléments invariants de K par l’action de c, alors le sous-corps réel clos
des éléments invariants de Puis(K) par l’action de c (vu comme élément de
AutK(Puis(K))) est Puis(R).
Compte tenu de la correspondance établie dans l’introduction du §4

entre l’ensemble des classes de conjugaison d’involutions de Gal(K/K) et
l’ensemble des ordres compatibles sur K, on obtient le

Corollaire 16. Soit K un corps de caractéristique nulle. Il existe une
correspondance bi-univoque entre l’ensemble des ordres compatibles sur K et
l’ensemble des classes de K-isomorphisme de sous-corps réels clos continus
de Puis(K). Cette correspondance est celle qui à un ordre compatible ≤
de K associe la classe du corps Puis(R≤) où R≤ désigne une extension
ordonnée algébrique maximale du corps ordonné (K,≤).
Remarques. (a) Une classe de conjugaison dans AutK(Puis(K))

d’une involution continue n’est pas forcément composée d’involutions con-
tinues. Nous allons, en effet, montrer ci-dessous que pour tout corps K
ordonnable, il existe des conjugués d’involutions continues qui ne sont pas
continus (ceci assurera, en particulier, que le groupe AutK(Puis(K)) n’est
jamais distingué dans le groupe AutK(Puis(K))).

Pour commencer, considérons un élément ψ ∈ AutK(Puis(K)) vérifiant
ψ(T ) = T−1, dont l’existence a été prouvée au §3. Considérons alors l’élé-
ment ϕ = cσµ où c ∈ GK désigne une involution quelconque, σ = (ξn)n
avec ξ1 = −1 (qui existe bien par application standard du lemme de Zorn)
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et µ = (1/(1− T ), 1) ∈ H. La proposition 13 montre que l’élément ϕ est
une involution, puisque si l’on pose α(T ) = 1/(1− T ) on a

α(−T ) ∗ α(T ) = 1

1 + T
· 1

1− T

1 + T

= 1.

Par ailleurs,

ψ−1 ◦ ϕ ◦ ψ(T ) = ψ−1 ◦ ϕ
(
1

T

)
= ψ−1

(−1− T
T

)
=
−1− T−1
T−1

= −1− T.

L’automorphisme ψ−1 ◦ ϕ ◦ ψ ne peut donc pas être continu puisque sa
restriction aux groupes des unités de Puis[K] n’est pas un automorphisme
(lemme 4).

(b) Il existe donc des involutions non continues qui vivent dans des classes
de conjugaisons d’involutions continues. Il est intéressant de remarquer que,
dans certains cas au moins, il existe aussi des involutions non continues
qui ne sont pas conjuguées à des involutions continues. Pour établir ce
dernier point commençons par remarquer que les sous-corps réels clos con-
tinus de Puis(K) ne sont jamais des corps archimédiens. En effet, d’après
le théorème 14, ils sont (continûment) isomorphes à des corps de séries de
puiseux Puis(R) à coefficients dans des sous-corps R réels clos de K. Sup-
posons qu’il existe un sous-corps réel clos R de K tel que Puis(R) soit
archimédien. Puisque l’ordre sur Puis(R) est défini par les carrés, on a
T = (

√
T )2 > 0 et, par suite, il doit exister un entier n ≥ 1 tel que nT > 1 ;

mais comme

√
1− nT = 1− n

2
T − n2

8
T 2 − · · · ∈ Puis(R)

on voit que 1 − nT > 0, ce qui est absurde. Ainsi Puis(R) n’est pas
archimédien et, par suite, aucun sous-corps réel clos continus de Puis(K).

D’après la proposition 11, les corps C et Puis(Q) sont isomorphes. Il
existe donc dans Puis(Q) une “copie” du corps des réels R, mais cette copie
provenant d’un isomorphisme entre C et Puis(Q), elle constitue un sous-
corps réel clos de Puis(Q) qui est archimédien et donc n’est pas continu et
n’est isomorphe à aucun sous-corps réel clos continu de Puis(Q) (puisqu’un
isomorphisme préserve la propriété d’Archimède). L’involution définie par
cette copie de R dans Puis(Q) constitue donc un exemple d’involution de
Aut(Puis(Q)) qui n’est pas continue et qui n’est pas conjuguée à une in-
volution continue.

(c) Les groupes Aut(Puis(Q)) et Aut(C) sont isomorphes (puisque
Puis(Q) et C sont des corps isomorphes). Dans l’introduction du §4 on a
remarqué que si l’on muni C de sa topologie usuelle il n’existe qu’une seule
classe de conjugaison d’involution continue dans Aut(C). Notre théorème
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principal montre qu’il en est de même pour Aut(Puis(Q)) si l’on muni
Puis(Q) de sa topologie naturelle (puisqu’il n’y a qu’une seule classe de con-
jugaison d’involutions dans Aut(Q)). On remarque toutefois que si Aut(C)
ne contient qu’une seule involution continue, le groupe Aut(Puis(Q)) en
contient lui une infinité (non dénombrable).
(d) En illustration des remarques précédentes on peut, à partir du théo-

rème 10, donner des exemples explicites de sous-corps réels clos de Puis(C)
qui ne sont pas des corps de séries de Puiseux, c’est-à-dire des corps de
la forme Puis(R) avec R sous-corps réels clos de C (e.g. R = R). Si l’on
prend, dans le théorème 10, K = R, alors GK correspond au groupe {Id, c}
où c désigne la conjugaison complexe, et si u = (un)n ∈ M est tel que
|un| = 1 pour tout n, alors l’élément cu est bien une involution. Une série de
Puiseux

∑
k≥k0

anT
k/n est alors invariante par cu si et seulement si, pour

tout k ≥ k0, on a
ak = aku

−k
n ,

c’est-à-dire si et seulement s’il existe, pour tout k ≥ k0, un réel rk tel que
ak = rku

−k
2n .

Ainsi, si α désigne un réel non nul, alors l’ensemble

E =
{ ∑

k≥k0

rke
−iαk/2nT k/n

∣∣∣n ∈ N∗, k0 ∈ Z, ∀k ≥ k0, rk ∈ R

}
⊂ Puis(C)

est un sous-corps réel clos de Puis(C) qui n’est pas un corps de séries de
Puiseux.
Pour voir ce dernier point, il faut remarquer qu’étant donnés deux corps

K et L, on a l’extensionPuis(L)/Puis(K) si et seulement si on a l’extension
L/K et que, dans ces conditions, on a l’égalité

[Puis(L) : Puis(K)] = [L : K].

Ainsi, si E était un corps de séries de Puiseux, il serait de la forme
E = Puis(R) avec R un sous-corps réel clos de C. Mais comme R est
visiblement un sous-corps de E, on devrait alors avoir R = R (sinon, on
aurait R · R = C ⊂ E et donc

√
−1 ∈ E, ce qui serait contraire au fait que

E soit un corps ordonnable), et, par suite, on aurait E = Puis(R), ce qui
n’est visiblement pas le cas.
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